259

SUR LEQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE

ANIMEE D'UN MOUVEMENT DE ROTATION

PAR

H. POINCARE

a PARIS.

§ 1. Introduction.

Quelles sont les figures d'équilibre relatif que peut affecter unc
masse fluide homogéne dont toutes les molécules s'attirent conformément
a la loi de NewroN et qui est animée autour d’'un certain axe d'un
mouvement de rotation uniforme? -

Quelles sont les conditions de stabilité de cet équilibre?

Tels sont les deux problémes qui forment l'objet de ce mémoire.

On en connait depuis longtemps deux solutions: Pellipsoide de ré-
volution et lellipsoide & trois axes inégaux de JacoBr Je me propose
d’établir qu’il y en a une infinité d’autres.

Mais je vais avant d'aller plus loin signaler un certain nombre de
résultats que l'on trouve dans le Treatise on Natural Philosophy de MM.
Tarr et Tuomson, 2™ édition, 778. Sir WiLuiam TuomsoN énonce la
plupart de ces propositions sans aucune démonstration; pour quelques
unes d’entre elles, il renvoie 4 des mémoires plus étendus insérés aux
Philosophical Transactions.

Voici ces résultats, qui doivent nous servir de point de départ.

(a). Llellipsoide de révolution aplati est une figure d’équilibre tou-
jours stable, si on impose & la masse fluide la condition d'affecter la
forme d’un ellipsoide de révolution.
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(). Si nous imposons & notre masse la condition d’étre de révolu-
tion, mais non plus celle d’étre ellipsoidale, on trouve, si le moment de
la quantité de mouvement est assez grand, deux figures d’équilibre: une
figure annulaire qui est stable et une figure ellipsoidale qui est instable.
(Nous verrons dans la suite de ce mémoire qu'il y en a une infinité
d’'autres parmi lesquelles il y en a de stables grace &4 la condition im-
posée a la masse de rester de révolution.)

(¢). 1l existe également des figures d’équilibre, probablement in-
stables, ol la masse se subdivise ¢n plusieurs anneaux concentriques.

(d). La figure annulaire d’équilibre est stable si Pon impose & la
masse la condition de rester de révolution, et probablement instable si
l'on supprime cette liaison.

(e). Si I'on impose & la masse la condition d'étre ellipsoidale, mais
non d’étre de révolution, V'ellipsoide de révolution est stable, si I'excentri-
cité est inférieure & 0,8127 et instable dans le cas contraire. (Nous
verrons dans la suite de ce mémoire que les conditions de stabilité restent
les mémes si I'on ne s'impose aucune liaison.)

L’ellipsoide de Jacosr est toujours stable, si I'on impose a la masse
la condition d'étre ellipsoidale.

(f et g). Llellipsoide de Jacomri, si I'on ne s'impose aucune condi-
tion est certainement instable dans certains cas, bien qu'il soit probable-
ment stable dans d’autres. (Nous démontrerons dans la suite de ce mé-
moire qu'il y a effectivement des ellipsoides de Jacosr qui sont stables.)

Une autre forme d’équilibre stable, si le moment de la quantité de
mouvement est assez grand, sera celle ot la masse se subdivise en deux
corps isolés, comparables 4 une planéte et un satellite dont les vitesses
de rotation seraient égales entre clles et & celles de révolution.

(h). 1l existe également des configurations ou le fluide se subdivise
en plus de deux masses détachées, mais elles sont instables.

(i). 1l subsiste une importante lacune entre le plus grand moment
de la quantité de mouvement qui correspond & un ellipsoide de Jacosr
stable et le plus petit moment qui correspond & I'équilibre stable de deux
masses isolées. Il y aurait intérét & combler cette lacune par des figures
intermédiaires. (J’ai fait a4 la fin de ce mémoire une tentative dans ce
sens, mais je n'ai réussi pour ainst dire qu'a amorcer le probléme et a
indiquer la voie a suivre.)
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(7). Si DPénergie avec un moment donné est un minimum ou un
maximum, I'équilibre est stable, pourvu que le liquide soit parfaitement
dépourvu de viscosité. Il est probable qu’il est instable si I'énergie est
un »minimax» mais cela n'a pas encore été démontré. (Nous verrons
dans la suite de ce mémoire un exemple ol U'équilibre est stable a la
condition que la fluide soit absolument dépourvu de viscosité et bien que
I'énergie soit un »minimax».)

(k). Si le liquide est visqueux, et si peu qu'il le soit, équilibre
sera certainement instable si I’énergie est un maximum ou un minimax,
et certainement stable si clle est un minimum.

Je donnerai dans la suite de ce travail la démonstration de quelques
unes des propositions que sir WiLLiam TraoMsoN avait seulement énoncées,
et je les compléterai méme sur divers points, comme je l'ai déja indiqué
dans les parenthéses que j'ai intercalées dans le précédent expose.

Je démontrerai aussi lexistence de figures d’équilibre tout a fait
différentes de celles dont parlent MM. Tarr et Tuomsox.

J’ai déja donne dans le Bulletin Astronomique unc courte note
out jétudie plus en détail I'anneau simple ou multiple dont il est question
dans le passage cité plus haut [(%), (¢) et (d)].

Dans cette étude, je me suis rencontré avec M™ KowALEVSKI qui
avait déja employé les mémes procédés d'analyse dans un mémoire sur
I'anneau de Saturne, qui avait été communiqué en 1874 a I'Université
de Gottingen et qui n'a été imprimé qu'en 1885 dans les Astronomische
Nachrichten.

§ 2. Equilibre de bifurcation.

Considérons d’abord le cas ol il s'agit d’un équilibre absolu et d'un
systéme dont la position est définie par n quantités z,, «,, ..., x,. Sup-
posons qu'il y ait une fonction des forces F(x,, x,, ..., x,) de fagon
que l'équilibre ait lieu quand toutes les dérivées de cette fonction s’an-
nulent et qu'il soit stable quand cette fonction est maximum. Je sup-
poserai qu'outre les quantités xz,, x,, ..., z,, il entre dans la fonction
F un paramétre variable y, de telle sorte que les valeurs des x qui
correspondent & P'équilibre dépendent de ce parameétre y.
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Supposons que y ait une valeur déterminée; les équations d’équilibre:

dF _dF _ _dF _
(I) T%#T%“'..—le_nm

auront un certain nombre de racines; quand on fera varier y, (si F est
une fonction holomorphe des z .et de y, ce que nous supposerons d’abord)
ces racines varieront d’une maniére continue. Nous aurons ainsi un certain
nombre de séries lindaires de racines:

& = 5”11(.'/)7 Ly, = 55’12(?])7 Sy Xy = ?’m(!f)

L, = ¢21(y), Ty, = ?22(!/)’ Sy Xy = fﬂzn(y)
Ty = ¢u(¥), €= ¢ul¥) - T = euly)
Dans chacune de ces séries linéaires, z,, x,, .. ., x, sont des fonctions

continues du paramétre y. Pour certaines valeurs de %, deux ou plusieurs

racines peuvent se confondre. Quelle est la condition pour qu’il en soit
ainsi?

. , . . .+, dF dF ar

Soit A le déterminant fonctionnel des » dérivées —, —, ..., de

n

de,” dz,

par rapport aux # variables x,, r,, ..., 7,, ou, en d’autres termes, le
hessien de la fonction F par rapport a ces » variables. La condition
nécessaire et suffisante pour que deux ou plusieurs racines se confondent,
cest que A soit nul.

Supposons que pour une certaine valeur a de y, pour laquelle A
s'annule, p racines des équations (1) viennent a se confondre, ou en
d’autres termes, qu'une méme racine appartienne a la fois & p séries
linéaires. Parmi les p racines qui appartiennent a ces p séries linéaires,
il y en aura 2¢ qui seront imaginaires et p — 2q qui seront réelles pour
¥ <a; il y en aura d’autre part 2r qui seront imaginaires et p — 2r
qui seront réclles pour y > a.

Si p = 2, ¢ = r = 0, les racines des deux séries linéaires sont réelles,
et on a ainsi une racine qui appartient a la fois a deux séries réelles.

Si p= 12, ¢ =0, r =1, les racines sont toutes deux réelles pour
¥y < a, et toutes deux imaginaires pour ¥ > a. Quand y en croissant
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atteint et dépasse la valeur a, deux racines réelles se confondent, puis
deviennent imaginaires.

Sip=3, ¢g=1r=1,il y a pour y < a et pour y > a, une racine
réelle et deux imaginaires, de sorte que la racine qui correspond a y = a
n'appartient qu'a une scule série réelle. Mais il est aisé de voir dans-
ce cas que A sannule sans changer de signe.

Il est inutile de citer d'autres cas particuliers, jarrive tout de suite
au résultat général que jai en vue. Soit:

(2) 7= (y) 1, =g (y), -, 2= ¢.(¥)

une série linéaire de racines; ¢,, ¢,, ..., ¢, étant des fonctions continues
et uniformes de y. Supposons de plus que pour les valeurs voisines de
a, qu’elles soient inférieures ou supérieures a cette quantité, les fonctions
@1y €25 -.., @, restent réelles. Si P'on substitue dans

A<x1’ Loy « v vy Ty ?/)

¢y Coy ooy ¢, & la place de =z, 1,, ..., r,, cette fonction A ne dé-
pendra plus que de y. Je suppose que pour y = «, la fonction A(y)
change de signe. Je dis alors que la racine

5’1(“)’ 9"2(“)’ ) %(“)

appartiendra non seulement & la séric (2) mais & une autre série lincaire
de racines réelles.

Avant de démontrer ce résultat général, donnons quelques exemples.
Soit:

I .
P = Ax] 4 gm? — ¥, — ayr,.

Il vient pour les équations d’équilibre:

x, == 0O, T, =+ vy + ay
d’out
A = 4Ax, = + 4A\/y” + ay.
Pour les valeurs de y comprises entre 0 et — a les valeurs de x, sont

imaginaires; elles sont réelles pour les autres valeurs de y. Pour y = o,
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et pour y = — a, les racines passent du réel a 'imaginaire ou réciproque-
ment; c'est aussi pour ces mémes valeurs que A sannule.

Faisons ;en particulier: a = 0; il y aura deux séries linéaires de
positions d’équilibre:

(2) r, = o, T, =y
et
(3) x, = 0, T, = —y.

Considérons la premiére de ces séries; pour chacune des positions qui lui
appartiennent on aura
A = 44y.

Quand y variera depuis — oo jusqu'd + 0o, les valeurs de , et de =,
resteront réelles, mais quand y passera par o, A changera de signe.
Donc en vertu du principe que je viens d’énoncer, la position d'équilibre
qui correspond a la valeur y = 0, c'est a dire:

x, = o, r, = O

appartiendra non seulement & la séric (2), mais encore 4 une autre série
linéaire de positions d'équilibre. 1l est aisé en effet de constater qu’elle
appartient également & la série (3).

Soit maintenant: '

' 2 @, 3
I' = Ax] —|—Z—y x,.

Les équations d’équilibre deviennent

et on voit que ces positions restent réelles quand y varie de — co a
4+ co. Aucune de ces positions ne peut donc appartenir & plusieurs
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séries de positions d’équilibre réelles comme cela avait lieu tout a 'heure.
Cependant
A = 6Ay®

sannule pour y = o, mais sans changer de signe.

Pour démontrer ce principe que je viens d’énoncer et d’illustrer par
quelques exemples, je supposerai que n = 1, de telle fagon que je n'aic
plus que deux variables: # qui définit la position du systéme et'le para-
métre y. On aura:

a*yr
A= dz’®
ét I'équation d’équilibre sera:
aF .
iw — ey =o

L’équation F'(z, y) = o pourra étre considérée comme représentant une
courbe plane C. Soit:
€= ¢(y)

une fonction uniforme, réelle, finie et continue de y qui satisfasse &
I'équation:
F'lg(y), y| = o.

L’équation  — ¢(y) représentera alors une des branches B de la courbe
C. Soit M(x=a, y=/f) un des points de cette branche de courbe.
Supposons que lorsqu’on suit cette branche de courbe, on voie A changer
de signe au moment ou on franchit le point M. Je dis qu'il passera
par le point M une autre branche de la courbe C.

Soit en effet P le point de la branche B qui a pour ordonnée
y=pf—e et @ le point qui a pour ordonnée y = f + ¢ (¢ étant trés
petit). Ces deux points sont réels, puisque par hypothése ¢(y) est une

2
fonction réelle de y. Je suppose par exemple qu’au point P, %@: A
soit positif, et négatif au point @.

Par les points P et @, je méne des paralléles 4 I'axe des z et je
prends sur ces paralléles deux points P’ et @ & gauche de P et de Q.

Au point P, %g est nul et positif; done si le point P est assez

dz?

Acta mathematica. 7. Imprimé le 19 Septembre 1885. 34
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. . Yy, o dF L.
voisin de P, la dérivée premiére . Y sera négative. On verra de la
X

\ . . .. dF .ps
méme fagon que si le point @' est assez voisin de @, 7, Y sera positive.

Allons du point P au point ¢ en suivant une courbe qui s’éloigne trés
peu de la branche B, mais qui ne coupe pas cette branche; cela est

toujours possible. Nous verrons djg changer de signe; il faut donc qu’a

. ar . .
un certain moment Ie s'annule et par conséquent que nous traversions
X

une branche de la courbe C. 1l y a donc une seconde branche de cette
courbe qui vient passer par le point 1.

En d’autres termes, ce point I/ est au moins un point double de la
courbe C; je puis méme affirmer que c’est un point multiple d’ordre pair.

Il est & remarquer que dans la démonstration précédente, nous n'avons
pas été obligés de supposer que la fonction F est holomorphe, mais seule-
ment quelle est finie et continue ainsi que ses dérivées des deux premiers
ordres.

Il y a un cas particulier sur lequel il est nécessaire d’attirer I'atten-
tion.  Soit

ar
F = yz?, 2 = 27, A = 2y.

Nous avons une premiére série de positions d'équilibre réeclles qui nous
sont données par l'équation z = o. Comme A sannule avec y, il doit
passer par le point x =y = o une seconde branche de la courbe C et

1 dF .
en se reportant a la valeur de =52 On voit que cette seconde branche
€Xr

n'est autre chose que la droite

Cette droite ne représente pas une série linéaire de positions d’équilibre
analogue & celles que nous avons rencontrées jusquici. Clest une série
de positions d’équilibre indifférent; car si y s’annule, I'équilibre subsiste
quel que soit z.

Supposons maintenant que la fonction F ne contenant toujours qu’une
seule variable x, dépende non plus d’un seul paramétre y, mais de deux



Sur I'équilibre d’une masse fluide animée d'un mouvement de rotation. 267

parametres y, et y,. Nous pourrons regarder z, y, et y, comme les
coordonnées d’un point dans l'espace; alors I'équation

dar o
dz ~

représentera une surface S dont chacun des points correspondra & une
position d’équilibre.
I’équation
a‘r
A = = 0

odat

représentera une seconde surface S’. Supposons que l'on considére une
nappe N de la surface S représentée par une équation

r = ?(yu y?)

ot ¢ est une fonction finie, continue et réelle de y, ct de y,. Supposons
que cette nappe soit coupée par la surface S’ et de telle sorte que A
change de signe quand on traverse la surface S’ en suivant la nappe N.
Alors la courbe d'intersection de N et de S’ est une courbe double (ou
multiple d’ordre supérieur, mais pair) de la surface S, par laquelle vient
passer une autre nappe N’ de cette surface S.

Il suffit en effet pour étre ramené au cas d'un seul paramétre, de
supposer entre y, et y, une relation linéaire

y1:a.7/2+b

ou en d’autres termes, de couper les surfaces S et S’ par un plan quel-
conque paralléle a l'axe des z.

On arriverait évidemment 4 un résultat analogue dans le cas ou
Pon aurait p paramétres Yy, ¥, - .., Ype

Supposons maintenant » = 2; de telle facon que nous ayons deux
variables x, et x, définissant la position du systéme et un seul paramétre
y. Je regarderai alors z,, x, et y comme les coordonnées d'un point
dans l'espace. Les équations d’équilibre:

dF dF

— = —— =0
b
da, de,
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représenteront alors deux surfaces S

. et S, dont Pintersection sera une

courbe gauche C. Soient.

(4) fl?l = /Cl (!/)7 'r'g = g? (3/)

deux fonctions finies, continues et réelles de y et supposons que ces
¢quations (4) représentent une branche B de la courbe €. Soit M un
point de cette branche Bj supposons que si 'on suit la branche B dans
le sens des y croissants, on voic A changer de signe au moment olt on
franchit le point M. Soient P et @ deux points de B ayant pour or-
domnées y = ff—c¢, y = f#+ ¢; (lordonnée du point M étant y = f).
Au point P, A sera par exemple positif, et négatif au point .

Sl -en est ainsi, je dis qu’il passera par le point M une scconde
branche de la courbe C.

En cffet par les divers points de V'arc de courbe P@ faisons passer
des plans paralléles au plan des z .z, et dans chacun de ces plans dé-
crivons une circonférence de rayon r ayant son centre au point correspon-
dant de l'arc PQ. Ces diverses circonférences engendreront une certaine
surfacc &' qui sera doublement connexe et limitée par les deux circon-
férences K et K’ qui ont pour centres les points P et Q. De plus
d'aprés ce mode de génération aucun point de lu branche B ne peut se
trouver sur la surface 2.

Pour trouver le nombre des points d’intersection de cette surface 2
avec la courbe €, il faut maintcnant chercher ce que M. KroNECKER
appelle (Berliner Monatsberichte, Mars 1869) la caractéristique du
systtme des surfaces X, S et S,. Le nombre des points d'intersection
de ces trois surfaces, (ou si 'on veut de la surface Y et de la courbe C)
qui satisfont & certaines conditions, diminué du nombre des points d’inter-
section qui ne satisfont pas & ces mémes conditions, est égal d'aprés le
mémoire cité de M. KrONECKER & une certaine intégrale. Cette intégrale
est prise le long des limites du domaine Y, c’est & dire le long des deux
circonférences K et K'.

L'espace pourra étre regardé comme partagé en quatre régions

. . . ar dr , .
a, b, ¢, d suivant le signe des deux fonctions —— et ——. Dans la région
) dz dx

1 2

. .. , . d
a, par exemple les deux fonctions seront positives; dans la région b, ——
f | ’ ’ de
1
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scra positif et ™ négatif, etc. A étant positif au point P, on rencontrera
X
2

en suivant la circonférence K les quatre régions dans 'ordre circulaire

suivant abcd, pourvu toutefois que r soit suffisamment petit. Nous sup-
posons qu’on ait parcouru K de facon a laisser & sa gauche la domaine
2. L'intégrale de M. Kronecker le long de K cst alors égale & 1. A
étant négatif au point @, on rencontrera en suivant K’ les quatre régions
dans l'ordre circulaire adcb, si 'on décrit cette circonférence dans le méme
sens que K. Mais si'l'on veut laisser le domaine Y a sa gauche, il faut
décrire K’ en sens contraire ct alors les quatre régions se succédent dans
I'ordre abcd. L’intégrale est donc encore égale &4 1 et lintégrale totale
est égale a 2.

Le nombre des points d’intersection de 3 et de € est donc au moins
égal a 2; et aucun de ces points ne peut appartenir & B. Il faut donc
que par le point M passe une seconde branche de la courbe C.

C. Q F. D.

(Dans le cas ou le théoréme de M. Kroxecker s'applique & une mul-
tiplicité & deux dimensions et &4 deux fonctions X et Y, et ou par consé-
quent son intégrale doit étre prise le long d’une courbe fermée, on voit
aisément que cette intégrale est égale 4 la demi-différence du nombre de

. Y . . Y
fois que 3 -saute de — o0 a 4 co et du nombre de fois que ¥ saute

de 4+ o0 a — c0.)

Le résultat s'étendrait sans peine ait cas oll nous aurions un plus
grand nombre de variables. Le théoréme de M. KroNECKER serait en effet
encore applicable.

Résumons les résultats de ce paragraphe.

Les formes d’équilibre du systéme considéré sont donmées par les
n équations:

dr _ aF dF

de,  de, dx,,z

13 2

o.

Ces m équations auront un certain nombre de solutions réelles et quand
y variera d’une fagon continue, ces solutions varieront elles-mémes d’une
fagon continue de maniére & former diverses séries linéaires de formes
d’équilibre.
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Il pourra d’ailleurs arriver qu’une méme forme d’équilibre appar-
tienne & la fois & deux ou plusieurs séries linéaires. Nous dirons alors
que c'est une forme de bifurcation. On peut en effet, pour une valeur
de y infiniment voisine de celle qui correspond a cette forme, trouver
deur formes d’équilibre qui différent infiniment peu de la forme de
bifurcation.

Il peut arriver également que deux séries linéaires de formes d’équi-
libre réelles, viennment, quand on fait varier y, a se confondre, puis a
disparaitre, parce quc les racines des équations d’équilibre deviennent
imaginaires. La forme d’équilibre correspondante s'appellera alors forme
limite.

Une forme d’équilibre ne peut étre une forme de bifurcation ou une
forme limite qu's la condition que A soit nul. Il résulte de la que s
les équations d’équilibre admettent pour unc certaine valeur de y une
solution pour laquelle A ne soit pas nul, elles en admettront encore
une et infiniment peu différente de la premicre, pour les valeurs de y
suffisamment voisines de celle que l'on avait considérée d’abord. En
effet ¢'il n'en était pas ainsi, la forme d’équilibre qui correspond a la
premicre solution serait une forme limite, ce qui exigerait que A fut nul.

Si I'on suit une série linéaire de formes d'¢quilibre réelles en faisant
varier y et quc lon voie A sannuler ¢t changer de signe, la forme
d’équilibre correspondante ne peut étre une forme limite puisque les formes
d’équilibre trés voisines qui appartiennent & la série linéaire sont sup-
posées réelles. Il résulte de ce qui précéde que c'est toujours une forme
de bifurcation.

Si enfin, en suivant une séric linéaire de formes réelles, on voit A
s'annuler, mais sans changer de signe, on est sir, pour la raison que je
vieps de dire, que la forme correspondante n'est pas une forme limite.
Elle peut étre une forme de bifurcation, mais il n’en est pas toujours
ainsi.

§ 3. Echange des stabilités.
Considérons la forme quadratique:

- 2
o :._z &*F X.X, (i=1,2, 0 m; k=1,2, .0, 8)

dayda;
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contenant les » indéterminées X,, X,, ..., X,. Cette forme aura pour
discriminant A.

Pour que Déquilibre soit stable, il faut et il suffit (puisqu’il s'agit
d'un équilibre absolu) que la fonction des forces I7 soit maximum, c’est
a dire que la forme @ soit définie négative.

Imaginons qu’on ait décomposé la forme @ en une somme de n carrés:

(p = Za,— Yf (i=1,2,..,2)

ou Y, est une fonction linéaire des X. Supposons que parmi les coéf-
ficients a, que jappellerai coéfficients de stabilité, il y en ait v positifs
et m —y négatifs. A sera positif si » — v est pair, ¢t négatif si n — v
est impair. A sera nul quand un des coéfficients a s'annulera. Enfin il
y aura stabilité si tous les cocfficients de stabilité sont négatifs. 1l est
inutile de faire observer que le nombre v est indépendant de la manicre
dont la forme @ a ¢été décomposée en carrés.

Supposons que pour z, ==&, =...==2, =0, y = O, on ait une
forme d’équilibre de bifurcation, ¢’est & dire que les n dérivées partielles

(iwi sannulent ainsi que A. Je dis que nous pourrons toujours supposer
que Von a aussi:

a'F
d—%;i—‘i; = O. G=h
En effet, cela revient & dire que la forme @ ne contient pas de termes
rectangles; or §'il n’en était pas ainsi, on pourrait toujours décomposer
la forme @ en carrés, comme on I'a dit plus haut, c’est &4 dire qu'on
pourrait, par une transformation lincaire, faire disparaitre les termes
rectangles. Les coéfficients de stabilité sont alors:
d*F  d*F d*F

s y e ey o=
dz? dx? da},

Pour que A s'annule, il faut et il suffit qu'un ou plusieurs de ces co&f-

2

. , d’F
ficients s'annulent. Supposons par exemple que 7o gannule et que les
1

antres coéfficients ne s'annulent pas. Supposons enfin que la fonction F
soit holomorphe et puisse se développer suivant les puissances de z et de y.
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De T'é¢quation:

dF o
dx,
nous tirerons z, en fonction holomorphe de »,, @, ..., @, et y. Pour

. . . . a*F
que cela soit possible, il suffit que dat
en effet. Substituons ensuite partout & la place de x, la valeur ainsi
trouvée. De l'équation:

ne soit pas nul, ce qui a lien

dF
de,
nous tirerons ensuite z, en fonction holomorphe de z;, z,, ..., z, ct y.
R

dz}
la sorte jusqu'a ce qu'il ne reste plus que deux variables x, et y et une

Cela est encore possible parce que nest pas nul. On continuera de

seule équation d'équilibre:

dF o
dz,
Quant & @,, ¥, ..., Z,, les autres équations d’équilibre, résolues comme

on vient de le dire, les fournissent sous la forme:

(I) Xy, = ¢2(a:1, ?/)’ Ty = ¢3(£L‘1, ?/), ey Xy = ffn(xn ?/)
les ¢ étant holomorphes.

s . dF .. , . ..
Quant & l'équation 7 =0 elle s'écrira, toutes réductions faites:
‘Zl

(2) 0 = ax} + 2bay + ¢y’ + 6

@ représentant un ensemble de termes de degré supérieur au second en
z, et y. On voit que si z, et y sont les coordonnées d'un point dans
un plan, cette équation représente une courbe a point double, ce qui
montre de nouveau que la forme d’équilibre considérée est une forme de
bifurcation. Nous supposerons

b* —ac Z o.

Nous tirerons alors de 1'équation (2), z, en fonction de y de deux ma-
niéres différentes

(3) x, = ¢, ) T, = 9[),(?1)
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les ¢ étant holomorphes.  Les deux équations (3) jointes aux équations
(1) nous donnent les deux séries linéaires de formes d’équilibre.
Formons A et considérons le d’abord comme fonction de z,, ,, ..., z,
et y. Ln remplagant x,, ..., x, par leurs valeurs tirées des ¢quations (1),
A ne sera plus fonction que de 2, et de y et on reconnaitra aisément que:

A = 2M(ar, + by) + A,
P AP A*F
de2? da?’ 777 dal
un ensemble de termes de degré supéricur au premier.
L'équation A = o représentera alors une courbe A passant par
Vorigine dans le plan des z, y et I'équation (2) représentera une courbe
C formée de deux branches B et B. Les équations de ces deux branches
de courbe qui ne sont autres que les ¢quations (3) pourront s'écrire:

M étant le produit des # — 1 dérivées ct A, étant

P <-— b— b — e ) + Yl

(22

2, =y<—b"\b' v—m:') 47,

@

Y, et Y, étant des termes de degré supéricur au premier. Si dans I'ex-
pression A on remplace x, par ¢, (y) ou par ¢, (y) on trouve:

A=+ 2]"[\/1)"— acy + A2

A, représentant un ensemble de termes de degré supérieur au premier.
Le signe 4 se rapporte a la substitution de ¢,, c'est a dire a la branche
B et le signe — & la substitution de ¢,, c'est a dive & la branche B

Ainsi que l'on suive la branche B ou la branche B, on verra A
changer de signe en méme temps que y. De plus pour toutes les valeurs
de y, voisines de 0, A a des valeurs de signe contraire sclon qu'on suit
la branche B ou la branche B'. Par exemple, pour y positif, A sera
positif sur la branche B et négatif sur la branche B’; pour y négatif, ce
sera le contraire, A sera négatif sur la branche B et positif sur la
branche B’

Supposons qu’a lorigine, un des cocfficients de stabilité soit nul (ce
qui est conforme a T'hypothése faite plus haut), que v de ces coéfficients
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soient négatifs et m — v — 1 positifs. Dans le voisinage de lorigine, il y
aura toujours (par raison de continuité) v ou v + 1 coéfficients de stabilité
négatifs. Si v est pair, il y en aura v toutes les fois que A sera positif
et v 4 1 toutes les fois que A sera négatif. Ce sera le contraire si
v est impair.

Il résulte de la que, si pour y positif, on a v coéfficients négatifs
sur la branche B et v + 1 coéfficients négatifs sur la branche B'; ce
sera l'inverse pour y négatif et on aura alors v 4+ 1 coéfficients négatifs
sur la branche B et y sur la branche B’. Si au contraire, on a, pour
y positif, v + 1 coéfficients négatifs sur la branche B et v sur la branche
B, on aura inversement, pour y négatif, v codfficients négatifs sur la
branche B et v 4 1 sur la branche B

Pour qu'il y ait stabilité, il faut et il suffit que tous les coéfficients
de stabilité soient négatifs. Si donc pour y positif, il y a stabilité sur
la branche B et instabilité sur la branche B’, ce sera l'inverse pour y
négatif. De méme si pour y positif il y a instabilité sur la branche B
et stabilité¢ sur B, ce sera encore l'inverse pour y négatif. En dautres
termes, il y a échange des stabilités entre les deux branches B et B’ au
moment ou elles se croisent.

Pour établir ce résultat, jai supposé, non seulement que F était
continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres, mais encore que
cette fonction était holomorphe. Cette hypothése n'est nullement néces-
saire. Pour le faire voir, je vais reprendre le raisonnement en supposant
n=1.

Dans ce cas la courbe C se réduit a une courbe plane et A &
A*F
-
bifurcation. Du point o comme centre décrivons un cercle K de rayon
trés petit. Ce cercle K rencontrera la courbe C en un certain nombre

Soit o le point du plan qui correspond a la forme d’équilibre de

de points. Il résulte du raisonnement du paragraphe précédente, que si
un arc de courbe joint deux points de C ou le signe de Ay ne soit pas
le méme, cet arc devra couper la courbe C en un nombre impair de
points; et que si au contraire Ay a méme signe aux deux extrémiteés,
l'arc de courbe considéré devra couper C en un nombre pair de points.
Donc si T'on envisage les différents points d'intersection de C et de K
dans Pordre on on les rencontre en suivant le cercle K, on verra que
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Ay y sera alternativement positif et négatif. Le nombre total des points
d'intersection est donc pair. Si nous supposons en particulier que deux
branches de courbe seulement viennent passer au point o, nous aurons
alors deux points d'intersection a, et a, olt y sera négatif ct deux points
d’intersection 8, et §, ou y sera positif. La branche of, devra alors étre
regardée comme le prolongement de la branche 2,0, de méme que of,
comme le prolongement de a,0. Je suppose, pour fixer les idées, qu'en
a,, A .soit positif. Alors d’aprés la régle qui précéde, A scra négatif en
a,, négatif encore en f, et positif en 5,, ce qui confirme le résultat
précedemment obtenu. I1 secrait aisé, d’aprés les considérations que je
viens d'exposer, de voir ce qui se passerait si plus de deux branches de
courbe venajent passer en o.

Nous avons dit plus haut que si en suivant une séric réclle de formes
d’équilibre, on voyait A sannuler sans changer de signe, on ne pouvait
affirmer que la forme correspondante fit une forme de bifurcation. Nous
pouvons remarquer que A peut de deux manicéres sannuler sans changer
de signe. Il peut arriver ou bien que plusieurs coéfficients de stabilité
sannulent sans changer ‘de signe; ou bien que deux (ou un nombre pair)
de ces coéfficients changent de signe. Dans le premier cas, nous ne
pouvons en effet rien affirmer; voyons ce qui ce passe dans le second.

Nous supposerons pour fixer les idées que

d'F o = 6 dFdF o
de;de, ~ = ded — der 77
d’F d*F d’F

o, - 5 (o] O.
dxg < d.),'f < ’ d.ﬂ,z,<

Il arrivera alors que des n — 2 équations d’équilibre
q q

I )
de, de, "7 dr,

on pourra tirer x,, z,, ..., %, en fonctions holomorphes de x, x, et y.
Si dans les deux autres équations d’équilibre:

dF  dF
de, ~ dzx

1 2
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on substitue ces valeurs de x,, z,, ..., ¥,, ces équations devicnnent:

b, + @, =0

(4)
(D; + ¢; = 0,

o @, et & représentent un ensemble de termes du 2% degré en z,, x,,
y et @, et @, un ensemble de termes de degré supérieur au second; (si
l'on suppose comme plus haut que la position d’équilibre envisagée soit
T, =X, = ...=12, =¥y = O).

Regardons z,, @, et y comme les coordonnées d'un point dans I'espace.
Les deux équations (4) représenteront deux surfaces ayant chacune a

4 ordre. L'intersection de ces deux sur-

l'origine un point conique du 2
faces sera la courbe C. On voit que par lorigine passeront 4 branches
de la courbe C, réelles ou imaginaires. Mais une de ces 4 branches est
certainement réelle, puisque jai supposé au début qu'on a pu suivre dans
le voisinage de la position d’équilibre envisagée, une série de formes
d’équilibre réelles. Il faut donc quil y ait une autre des quatre branches
qui soit réelle. La forme d’équilibre envisagée est donc de bifurcation.

D'ou la conclusion suivante:

Pour qu'une forme d'équilibre appartenant a une séric linéaire réelle
soit de bifurcation, il suffit, non seulement que A change de signe, mais
que I'un quelconque des coéfficients de stabilité change de signe.

§ 4. Cas @’un nombre infini de variables.

Les problémes traités dans les deux paragraphes précédents ne pré-
sentent aucune espéce de difficulté. Malheureusement lorsqu'on recherche
la figure d’équilibre d’'une masse fluide soumise & diverses forces, la
question est beaucoup plus compliquée. En effet la figure d'une pareille
masse dépend, non pas d'un nombre fini de variables =z, z,, ..., @,,
mais d’un nombre infini de variables.

Supposons par exemple une aire plane 4 peu différente d’un cercle;
I'équation de la courbe qui limite cette aire plane pourra s'écrire, en
coordonnées polaires (p et ¢)
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p =1+ pcos¢g + fycos2¢ + ...+ f,cosng + ...
+ nsing 4 psin2g + .. 4 ppsinng ..

les B et les y étant trés petits par rapport a », et la figure de laire
plane dépendra des coéfficients », 5 et y qui sont en nombre infini.

Supposons que tous les éléments de l'aire A s'attirent en raison in-
verse des distances et en raison directe de leurs surfaces. Il résultera de
cette attraction une énergie potentielle W qui sera représentée par l'in-
tégrale suivante:

W = ffdw do’ logi

dw et do' étant deux éléments quelconques de laire 4 et A la distance
de ces deux éléments. On reconnait alors que T est une fonction holo-
morphe de-r, des 5 et des y. Je veux dire que si I'on fait varier seule-
ment un nombre fini # de ces coéfficients, les autres restant constants, W
sera une fonction holomorphe des n codtfficients variables.

Supposons que les 3 et les y étant regardés comme trés petits, on
calcule T'intégrale W en négligeant les cubes des ¢t des 7. On trouvera:

W=""(logl + 1) 4 o7

-
4 2

L+ (5 — 1+ logl).

On pourra tirer de 13 la conclusion suivante:
Si I'on suppose que l'aire 4 soit assujettic a étre équivalente & une
aire donnée 7r) de telle sorte que:

(1) P YRR g

et qu'en méme temps 5, et y, soient assujettis a étre nuls, le cercle dont
le rayon est r, sera une forme d’équilibre de l'aire 4.

On déduit de (1) que

2 p__Nhtn
r’ =1, z >
et en négligeant toujours les cubes des g et des y

W="Flogl +3) + X B+ (5 —1)-
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Il est d’ailleurs aisé de voir que si Fon regarde W comme une fone-
tion d’'un nombre fini des coéfficients 5 et r, les autres coéfficients restant
constants, on aura:

W AW W 1>
df.dy, gz~ dyz — Tl
d*W W o
— p—— . i =k
dj3idj3; dydye “=9
Il résulte de la que la série infinie
« l: ‘_7 l — 3
JTI)-OZ(F;Zl + rn> (;_ I) (n=2,3,...,ad inf.)

joue le méme roéle que jouait la forme quadratique @ dans le paragraphe
précédent, avec cette différence, qu'au lieu d'un nombre fini de variables
X,y X;, ---, X,, il y entre un nombre infini de variables 3, et r,.

. i a1 :
Les coéfficients de stabilité sont alors les quantités ) (; — 1). On

voit que tous ces coéfficients sont négatifs, de telle fagon que I'équilibre
est stable.

Cet exemple permet de voir comment la notion des. coéfficients de
stabilité peut s'étendre au cas ou 1'équilibre dépend d’'un nombre infini
de conditions.

On peut de méme étendre a ce cas la notion des formes d’équilibre
de bifurcation et des formes d'équilibre limite. Supposons en effet que
les forces auxquelles sont soumis les éléments de V'aire 4 dépendent d’'un
paramétre y. Pour chaque valeur de y nous aurons un certain nombre
de formes d’équilibre. Lorsque y variera, ces formes varieront aussi, en
général d'uné maniére continue. On aura ainsi un certain nombre de
séries linéaires de formes d'équilibre. Pour chacune de ces séries, les
coéfficients 3 et y seront des fonctions finies, continues, uniformes et réelles
de y. Il pourra arriver alors que quand y tendra vers une certaine
valeur a, deux formes d’équilibre réelles, appartenant a deux de ces séries
linéaires, tendront a se confondre. Lorsque y aura dépassé cette valeur
a, il arrivera, ou bien que les deux formes d'équilibre envisagées dis-
paraitront et cesseront ‘d’étre réelles, ou bien qu’elles resteront réelles et
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cesseront de se confondre. Dans le premier cas, on aura une forme
d’équilibre limite. Dans le second cas, une forme d’équilibre de bifurca-
tion. Rien n'est donc changé & ces définitions qui restent les mémes que
dans les cas précédemment examinés.

Il reste a étendre les résultats du paragraphe précédent au cas qui
nous occupe actuellement. 11 faut montrer que:

1°. Pour une forme d'équilibre limite, I'un des coéfficients doit
sannuler.

2°. Si Pon suit une séric linéaire de formes d’équilibre et si T'on
voit un des cotfficients de stabilité changer de signe, la forme qui corres-
pond & la valeur de y pour laquelle se fait le changement de signe, est
une forme de bifurcation.

3°. La loi de I'échange des stabilités s’étend au cas qui nous occupe.

Nous démontrerons ces trois propositions en partant de I'hypothése
suivante:

Le nombre des variables étant infini, celui des coéfficients de stabilité
devra également étre infini; mais je supposerai que parmi les coéfficients,
i w'y en a qu'un nombre fini qui soient positifs.

Jappellerai- z,, x,, ..., z,, ... les variables qui définissent la forme
du systéme et y un paramétre dont dépendront les forces qui agissent
sur ce systéme. Je supposerai que ces variables ont été choisies de telle

sorte que pour la forme d’équilibre envisagée et que nous appellerons 4,
on ait:

Si dans la fonction des forces F(z, y) on fait y = 0, nous pouvons en-
core supposer que les variables x aient été choisies de telle sorte que

Uon puisse écrire, en négligeant les cubes des quantités x supposées tres
petites:

Fa,o)=A4+asi+ a0 +...+ 022+ o 2ny +... + a2 + ...

Nous supposerons, conformément a 1'’hypothése faite plus haut, que
parmi les n coéfficients a;, a,, ..., a, il peut y en avoir de positifs ou
de nuls, mais que tous les coéfficients suivants a,,;, Guiay -~ -y %y .-
sont négatifs.

Avant d'aller plus loin, je dois faire une autre remarque. Quand
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nous n’aviens qu'un nombre fini de variables, nous regardions la fonction
F comme. définie pour toutes les valeurs des z, on du moins pour toutes
les valeurs suffisamment petites de ces variables. Il n'en peut plus étre
de méme ici. La fonction F ne sera définie que quand une certaine
série 4 termes positifs:

(2) Allxll+Azlx2|+A3Ix3|+---+ln|xu|+---

sera convergente. Le choix des variables z étant encore arbitraire dans
une certaine mesure, nous pouvons supposer qu'on les ait choisies de facon
que tous les A soient égaux a 1.

Cela posé, nous pouvons passer & la démonstration des trois proposi-
tions énoncées ci-dessus.

1°. Je dis d’abord que si aucun des coéfficients a n'est nul, la
forme A ne pourra étre une forme limite, c'est & dire que pour des va-
leurs de y trés petites (mais d'ailleurs positives ou négatives), le systéme
sera susceptible d’'une forme d’équilibre trés voisine de cette forme A.

Pour le démontrer, je vais introduire dans le systéme des liaisons
exprimées par les équations suivantes:

xlzyl’ x2=.1/2, ey xn=yn7

Y1y Yay -+ -5 Y, 6tant des constantes que nous regarderons comme données.
Les conditions de I'équilibre du systéme assujetti a ces liaisons, dépendront
naturellement du choix des » - 1 paramétres y, ¥, %, ..., ¥, et elles
seront exprimées par les équations en nombre infini:

o dF _ ar _ _dF _
T dwapr dienye 7 day

« s .

Dans le cas particulier ou

n
=
u
|
<
|
(@]

Yy=1u

I'équilibre aura lieu pour:
O = Zpyy == Lppp == .. =T, = ...

cest & dire en méme temps que l'équilibre du systéme supposé libre.
Mais il y a une différence importante entre les deux cas. L’équilibre du
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systéme libre est instable parce que parmi les coéfficients a,, a, ..., a,,
1l y en a de positifs. L’équilibre du systéme a liaisons sera stable parce
que tous les coéfficients a,,,, @49, ..., @, ... sont négatifs.

Je dis que pour les valeurs des » 4 1 paramétres y suffisamment
voisines de o, le systéme & liaisons sera susceptible d'une forme d'équi-
libre stable trés voisine de la forme A. En d'autres termes, si I'on fait:

(3) y:ﬁy ylzﬁl)"'iynzﬂn

on pourra prendre les 3 assez petits pour que la fonction I soit suscep-

tible d'un maximum (en tenant compte des liaisons) et pour que ce

maximum ait lieu pour des valeurs des x aussi petites que l'on veut.
Appelons en effet D le domaine comprenant tous les systémes de

valeurs des variables ., #,,,, ..., 2,, ... qui sont telles que la série
2 2 2
(4) T Wy 1 Ty T Wpga g T e T AT, —

La limite du
domaine D se composera d’'un domaine & comprenant tous les systémes
des valeurs des x tels que la série (4) soit convergente et ait une somme
égale a e.

Quand les y sont nuls, la fonction F est égale a 4 quand les x
sont nuls, et 4 A —z 4+ ¢ quand les “z appartiennent au domaine ¢ ($
étant un infiniment petit d’ordre supérieur & celui de ¢). Donnons main-
tenant aux y les valeurs (3). La fonction F étant continue, nous pourrons
prendre les 3 assez petits pour que F différe aussi peu que nous voudrons
de A quand les z sont nuls, et aussi peu que nous vondrons de 4 —¢ + £
quand les x appartiennent au domaine ¢. On pourra donc prendre les
[ assez petits pour que F soit plus grand quand les r sont nuls qu’en
aucun point du domaine 4.

soit convergente et ait une somme plus petite que

[0}

Il en résulte que la fonction F prendra en certains points du domaine
D des valeurs plus grandes qu’en aucun des points de la limite de ce
domaine. Il faut donc conclure qu'en un certain point du domaine D,
la fonction F atteint un maximum. 11 est necessaire toutefois, pour que
cette conclusion s'impose, que 1'on admette que la fonction F' ne va pas
en augmentant indéfiniment a mesure que la série (2) devient de moins
en moins convergente. Il y aurait bicn des objections a faire, mais on
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ne saurait exiger en mécanique la méme rigueur qu'en analyse pure pour
ce qui concerne l'infini.

Le principe auquel nous sommes ainsi conduits peut s'énoncer ainsi:

Si un systéme mécanique quelconque, et en particulier une masse
fluide, sont en équilibre stable sous I'action de certaines forces, et si on
vient y appliquer en outre des forces perturbatrices infiniment petites, ce
systéme prendra sous l'action de ces forces, une figure d’équilibre stable
infiniment peu différente de sa figure primitive.

Je ne crois pas qu'on puisse le mettre séricusement en doute, malgré
les objections dont je viens de parler et qui sont de nature a intéresser
plutét lanalyste que le mécanicien.

Cela posé, la forme d'équilibre stable du systéme a liaisons doit étre
regardée comme définie; elle le sera par exemple par les équations

(5) Loy = ¢n+1(ﬂ’ ﬂu ﬂ-z’ sy -ﬂn); Tpyo = ¢n+2(ﬂ7 ﬁla ﬂn D) ﬂn);

Les fonctions ¢ seront des fonctions continues des f et elles s'annuleront

avec 8 quelles que soient les valeurs de f3,, A, ..., f3.
Si nous substituons dans F ces valeurs des ,, 1, Tuyn, «ovy Tpy o ey
cette fonction ne dépendra plus que de f, 3, 5 ---» f-

Il faut maintenant chercher quelles valeurs on doit donner a
Bis Pay -+, B pour que Téquilibre subsiste (sans toutefois rester stable)
quand on supprime les liaisons. Il faut pour cela que l'on ait:

adr dF dF

i Rl el
En d’autres termes, il faut considérer que, les z étant définis par les
équations (5), la figure du systéme ne dépend plus que des » variables
By o Lol f., et il faut chercher les conditions d'équilibre du systéme
ainsi défini.

Je veux faire voir que pour les valeurs de A voisines de o, ce
systétme admet une forme d’équilibre. Pour cela il me suffit, puisque
ce systtme ne dépend plus que d'un nombre fini de variables, de chercher
les coéfficients de stabilité pour g = o.

Or pour = o, puisque les fonctions ¢ s'annulent, on a:

F:A+a1ﬂ‘f+a2ﬂ§+---+anﬂ:+z
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Z étant un ensemble de termes d'ordre supérieur au second par rapport
aux 8. Les coéfficients de stabilité sont donc:

gy Ayy o vvy Ay

et, comme aucun d’eux n’est nul, la forme d’'équilibre considérée ne peut
étre une forme limite, et I'équilibre sera encore possible pour les valeurs
de f voisines de o.

Ainsi, méme lorsque la forme du systéme dépend d’un nombre in-
fini de variables, une figure d’équilibre ne peut étre une figure limite a
moins que l'un des coéfficients de stabilité ne s'annule.

2° et 3° Il resterait & établir les deux autres propositions enoncées
plus haut. On les démontrerait par une méthode absolument identique.
On introduirait dans le systéme les liaisons

(6) oy = f, ¥y = /?2) ceey T, =3,

de facon que la forme d’équilibre 4 devienne stable. On trouverait alors
que pour:

y:ﬂ’ xl—:"ﬂl7 M xn:/it

le systéme a liaisons est susceptible d’'une position d’équilibre stable dé-
finie par les équations

(5) Ly = ¢'n+1(/9) /919 LR /?nl; L

Si P'on suppose maintenant les r assujettis & ces équations (5), mais
que l'on supprime les liaisons (6), la fonction F' ne dépend plus que des
3, la figure du systéme ne dépend plus que de n variables. On est donc
ramené au cas dun nombre fini de variables, auquel les propositions
énoncées s'appliquent d’elles-mémes.

En résumé, il résulte des considérations exposées dans ce paragraphe
que les résultats des paragraphes 2 et 3 s'étendent au cas d'un systéme
dont la figure dépend d’'une infinité de variables, c¢t en particulier au cas
d’'une masse fluide soumise a différentes forces.
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§ 5. Premiére application.

MM. Tarr et Tuomsox ont annoncé sans démonstration (ue, parmi
les figures d'équilibre dont est susceptible une masse fluide animée d’un
mouvement de rotation, il y a une figure annulaire de révolution.

On peut démontrer cc résultat en appliquant les principes cxposés
dang les trois paragraphes précédents.

Je considére une masse fluide homogéne égale a M et animée d'une
vitesse de rotation @ autour d’un axe quelconque que je prendrai pour
axe des z. Je suppose que toutes les molécules de cette masse sattirent
conformément a la loi de Nrwrox. Je choisiral les unités de telle facon
que la densit¢ du fluide =oit égale a 1, et que Dattraction de deux unités
de masse a l'unité de distance soit égale a l'unité de force.

Je puis assujettir la masse fluide a affecter la forme d'une figure de
révolution. Si l'équilibre a lieu en tenant compte de cette liaison, il
arrivera, cn vertu de la nature méme du probléme, que 1'équilibre sub-
sistera encore quand clle sera supprimée. Cette liaison ne change pas
les conditions d’équilibre, elle n'influe que =ur les conditions de stabilité
dont nous ne nous occuperons pas pour le moment.

Soit R la distance 4 l'axe du centre de gravité de la section méri-
dienne et =} l'aire de cette section. On aura:

(1) M — 27%2R.

Le plan des wy sera le plan perpendiculaire & I'axe et passant par
ce centre de gravité. J'assujettirai encore, pour simplifier un peu les
calculs qui vont suivre, la figure de la masse fluide a rester symétrique
par rapport au plan des ry. Il est clair que si I'équilibre a lieu avec
cette liaison, 1l subsistera encore sans cette liaison.

Pour définir la section méridienne, je me servirai des coordonnées
polaires p et ¢, en prenant le pole au centre de gravité et I'axe polaire
dans le plan des xy. Soit:

p=r+ ficosg 4 Bcos2¢ + ... 4 fcosng + ...

I'équation de la section méridienne.
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Ecrivons que l'aire de cette section est égale & v}, il viendra:

(2) =gt g 2

2

Ecrivons que le centre de gravité de cette section cst au pole, il viendra
(3) 7‘2/91 + 'r<ﬂ1/92 T T R ol M MRS S )+ S=o

S étant une série convergente dont les termes sont homogénes et du
troisieme degré par rapport aux 3.

J’ai a rechercher s'il existe une figure d'équilibre peu différente d’un
tore. Je dois donc supposer que les 3 sont trés petits par rapport a r.
7.0

7 sont

Je supposerai de plus que les rapports 11_i et par conséquent

tres petits, ainsi que .
Cela posé soit I le moment d'inertic de la masse fluide par rapport
a l'axe. Soit:

im dm’
W = | &
A

I'énergie potentielle due a l'attraction newtonienne (ot dm et dm’ sont
deux éléments quelconques de la masse ct A la distance de ces deux
éléments).  Soit:

—1

2

I'énergie potentielle due a la force centrifuge. L’équilibre aura lieu quand
la variation premiére de l'expression

U= W+ 2T

sera nulle.

Nous allons encore introduire une liaison nouvelle. Nous supposerons
que r, et par conséquent R sont assujettis & conserver des valeurs données.
Cette liaison, & la différence des précédentes, change les conditions d'équi-
libre. Posons:

S8R
(4) ﬁi == Tty U= A"ﬁR(logr— + V+ H)
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Il viendra, en tenant compte de (2)

(5) U=A[r3R<log87 )+ZRﬁ,,ro ———1>]+B+C

+"’2’ (21F + 2 Rrl) + @™D

Dans cette équation, A designe une constante numncrique qu'il est
inutile de déterminer davantage; B est un ensemble de termes contenant
ry en facteur; C est un ensemble de termes de degré supérieur au second
par rapport aux f; enfin D est un ensemble de termes s'annulant avec
les fj.

Nous donnerons & A la méme valeur dans les équations (4) et (5).
Il viendra alors:

I 2 (1 B C 7w [2R? ;) w'D —H
—4+Zr"(ﬁ_l>+mw+mgzz+ 2A (\7‘;‘+z + dik .

On trouve aisément:

= ufR de + ZTpr cos ¢de -+ —,‘fIi’p cos’ede + — fp cos’ gdg.
Mais les équations (2) et (3) peuvent s'écrire:

fp’dgp = 272, flo3cos¢d¢,= o

de sorte qu'il reste simplement:

D = %,—er(/f — ry)cos’ gd¢ + gf(p'5 — rj)cos® ¢dg.

Nous prendrons

7'w® R?

Ii——A'r0

de sorte que V sera désormais déterminé.
Comme 7, et R sont provisoirement regardés comme des constantes,
le maximum de U aura lieu en méme temps que celui de V, de sorte
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que l'équilibre de notre systéme a liaisons aura lien dans les mdémes
conditions que si ¥V était la fonction des forces.
Supposons que dans ¥, on fasse r, = o, il viendra

o o0 /1 c 3ne’ 3w | ot 2
V——»4“+Zrn<g—1>+m+z—fl— ZA/(E I>C°S ¢de.

Si nous faisons encore w = o, il viendra:

C
Vz;—+273(:7— 1>+m-

Si I'on tient compte de V'équation (3), il vient:

71=E

E étant un ensemble de termes du second degré au moins par rapport
& Ty Ty -+ On peut donc écrire:

F étant un ensemble de termes du troisiéme degré au moins par rapport

ATy T
Cette équation prouve que si l'on fait @ = r, = o, la fonction V
est susceptible d'un maximum qui est atteint quand tous les y s'annulent.

Les coéfficients de stabilité sont:

Comme aucun de ces coéfficients n'est nul, la forme d’équilibre corres
pondante ne pourra étre une forme limite, c'est a dire que pour les va-
leurs trés petites de 7, et de w, le systéme a liaisons ‘considéré sera
susceptible d'une forme d'équilibre, pour laquelle les ; auront des valeurs
trés petites.

On aura alors pour cette forme d'équilibre:

(6) 7o = ¢a(r, @)

¢, 6étant une fonction continue de r, et de w s'annulant avec ces variables.
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Il reste & chercher quelle valeur il faut donner & 7, pour que I'équi-
libre subsiste encore quand on supprime la liaison que nous avions pro-
visoirement introduite, et quand on n’assujettit plus », et B a avoir des
valeurs données.

Supposons qu'on remplace dans U les y par leurs valeurs (6) et R
par sa valeur tirée de I'équation (1). Alors U ne sera plus fonction que
de r, et de w, et on aura la condition pour que Iéquilibre subsiste aprés
la suppression de la liaison, en éerivant:

dU

Je dis que pour les valeurs trés petites de w. il y aura toujours
une valeur trés petite de r, pour laquelle cette condition (7) sera remplie.
Nous pourrons écrire:

(8) U= drilog% + lif; + C.

Les lettres A, o et B désignent des constantes ne dépendant que de M
et ' un ensemble de termes trés petits par rapport aux deux premicrs
quand 7, et @ sont trés petits. Inutile d'ajouter que les lettres 4, B et
C n'ont plus la méme signification que dans la premicre partie de cette
démonstration.

Soit s une quantité trés petite que nous regarderons comme constante
et qui sera telle que:

Nous allons faire varier », depuis 2s jusqu'a o. Pour », = 25, les deux
premiers termes de l'expression (8) se réduisent a:

9 " I K n 3 2 125 7 -
4A8 lOgS—si 3*2 AbQ 10‘(_’;? _— 6—4Aa == 35* A.’» ll)g? + 151 .

Pour 7, = s, ces deux méines termes se réduisent a

9 [/
s*log 5 + 5,

270 & I e “ 3 4248
As logs—3+5As log;;—ZAs =12
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Enfin pour », = o0, on a U = 4 co. Dans ces égalités, S| et S,
o y . \ 9 /3
désignent des termes trés petits par rapport & s log?.

On a done:

100 3 25 " .
y o 7 T 2 @ <2 2 K \
pour r, = 2s b—?z—slogss— 325 logss—i—..1
100 ., a 2 @ ,
pour 7, = § U—?s"log—g:—%sglog?‘i—z?
-~ L J— .
. 100 , “
pour r, = O []——3;8 log;;= + ~C;

J \ . \ /4
2, et X, sont des ensembles de termes trés petits par rapport a s*log .
1 2 [

et qui n'influent pas sur le signe de l'expression
oo 173
U— —¢log.
32 = 5

Cette expression est donc positive pour », = 2s, négative pour r, = s et
positive pour 7, — o. Elle sannuvle donec deux fois quand r, varie de

. L, dU , . a
25 a O; sa dérivée . doit donc s’annuler une fois dans le méme intervalle.
ar

’ C. Q. F. D.

Ainsi pour une valeur donnée trés petite de w, on pent trouver nn
systéme de valeurs de 7, et des y qui satisfasse aux conditions d’équilibre,
et cela aprés suppression de la liaison que j'avais d'abord provisoirement
introduite.

Il en résulte qu'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation
est susceptible d'une forme annulaire d’équilibre, qui d’ailleurs est probable-
ment instable.

Jal donné unc esquisse de la présente démonstration dans le Tome 11
du Bulletin Astronomique. J'ai donné également dans ce méme volume
une facon de calculer approximativement les éléments de cette figure
apnulaire. L’analyse que jai employée pour déterminer ces éléments
présente le plus grandes analogies avec celle dont M™ KowALEVSKr a fait
usage dans ses recherches sur l'anneau de Saturne.

Acta mathematica. 7. Imprimé le 19 Septembre 1885. 37
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§ 6. Exemples d’équilibres de bifurcation.

Dans les N 27 et 28 du Livre III de la Mécanique Céleste, LAPLACE
traite le. probléme suivant: Une sphere solide, de densité p et de rayon
¢ est recouverte d’une couche fluide homogéne de densité 1. Quelle est
la figure d'équilibre de cette couche fluide? Quelle sera a I'état d’équilibre
la forme de la surface libre de cette couche?

Une des formes d’équilibre est évidemment une sphére concentrique
a la sphére solide, auquel cas Uépaisseur de la couche fluide est uniforme.

On peut se demander s'il y cn a d’'autres.  Pour cela appelons

r=a(1 + ay)

la distance au centre d'un point quelconque de la surface libre. On
développera y en série de fonctions sphériques:

?;:}’0+},1+"'+}:+"’

et 1'équation d'équilibre, comme Vindique Lapract page 87 (édition de
1878), s'écrira:

(,9

() o=[i—p%+2|T+0—n%T +[0—n5—F]F+.

pourvu toutefois que l'on néglige le carré de a.
Quant a 'énergie potentielle, elle a pour expression:

W= A—ga’ /,[(pl — 1Y+ (‘1)1—~%>Y§ + . .,]dw

en négligeant le cube de a. A est une constante et 'intégrale est étendue

a tous les ¢léments dw de la surface sphérique (Cf. Resar, Mécanique
, O \
Céleste, 1°° édition, p. 238).
Jai posé pour abréger

L —p, = (I _’/')a_}'



Sur Péquiiibre d'wne masse fluide animée d un mouvement de rotation. 291

Cette expression de W montre qu'on a une forme d’équilibre quand tous
les ¥ s'annulent, cest 4 dire quand 1'épaisseur de la couche fluide est
uniforme. Les coéfficients de stabilité sont:

3
IO‘,_'I, pl_g',...,p]'—zu_*_[,...

L’'un d’eux s’annulera si I'on a:

_ 3
P 2y + 1

v étant un entier positif. A chaque valeur de p, correspond une forme
d’équilibre parfaitement définie qui est la sphére. Ces sphéres forment
une série linéaire dc figures d’équilibre réelles. Si donc 'un des coéffi-
cients de stabilité s'annule, c'est que la sphére correspondante est une
forme d’équilibre de bifurcation.

Etudions d’'un peu. plus prés ce qui se passe. Dans le N° 27,
Larrace suppose que la couche fluide considérée est assujettie a conserver
une figure de révolution autour de l'axe des z. Dans cette hypothése,
la fonction sphérique Y, se réduit au »° polynéme de LrGENDRE, de sorte

quil n'y a qu'un seul coéfficient de stabilité qui soit égal a p, — 2u?i- o
On est ainsi ramené au cas le plus simple, celui ot un seul coéfficient
de stabilité s’annule et ou la forme de bifurcation appartient a deux séries
linéaires de formes d’équilibre réelles.

LarLace semble dire quil ne peut y avoir en général qu’une seule

forme d’équilibre lorsque 'on n’a pas:

3
‘01_2V+I

et que lorsque cette relation a lieu, il y a deux formes d’'équilibre, puis-
que ay est susceptible de deux valeurs, dont l'une est donnée par la
supposition de y = o, et dont l'autre est donnée par la supposition de y
égal au »* polynéme de LEGENDRE.

Ce passage a du paraitre obscur & plus d'un lecteur. En effet
LarLACE ayant négligé les puissances supérieures de a, ce coéfficient n’in-
tervient plus dans I'équation d’équilibre (1); il semble donc qu'on puisse
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le choisir arbitrairement, et alors on n'aurait plus deux figures d'équilibre,
mais une infinité, qui seraient comprises dans I'équation générale:

y =AY,

A ¢tant une constante arbitraire et I', le »* polynome de LEGENDRE.

Il semblerait donc que pour les valeurs de p, différentes de %,
la sphére serait la seule figure d’équilibre possible, et que pour les valeurs

de p, de la forme ;%_—‘, il y aurait unc infinit¢ de figures d’'¢quilibre

indifférent. Mais les termes de degré supérieur en a empéchent qu'il en
soit ainsi.

_3
2y 4+ 1
d’'équilibre: P'une est une sphére, et l'autre est trés peu différente d’une
sphere. Toutes deux se confondent pour:

Pour les valeurs de p, trés voisines de , 11 y a deux figures

_ 3
h =3 + 1
Il y a cependant une exception; pour y = 1, on trouve p, = 1. La

densité de la sphére solide étant alors la méme que celle de la couche
fluide, le sphéroide est homogéne, et I'équilibre subsistera quand la sur-
face libre, au lieu d’é¢tre une sphére concentrique & la sphére solide, sera
une sphére dont le centre sera quelconque (pourvu toutefois que les deux
sphéres ne se coupent pas).

L’équilibre est dgnc indifférent. Pour p, = 1, la figure formée par
les deux sphéres concentriques est donc encore une figure de bifurcation,
mais on se trouve dans un de ces cas exceptionnels que j'ai signalés au
paragraphe 2. Cette figure appartient bien encore & deux séries linéaires
de formes d’équilibre. Mais il n’arrive plus, comme cela a lieu d’ordi-
naire, que pour chaque valeur de p, voisine de 1, on trouve dans chacune
des deux séries une figure d’équilibre et une seule. Une seule des deux
séries présente ce caractére; l'autre est une série de formes d’équilibre
indifférent qui correspondent toutes au cas de p, = 1.

Dans le N° 28, LAPLACE passe au cas ou la figure d'équilibre n'est
plus assujettie & étre de révolution. Dans ce cas il y a 2y 4 1 fone-
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tions sphériques Y, linéairement indépendantes. Donc quand p, devient

égal a #, il y a 2v 4 1 coéfficients de stabilité qui sannulent a Ia
fois. Donc pour les valeurs de p, trés voisines de . il, il y a non
b4

pas deux figures d’équilibre peu différentes d’une sphére, mais un plus
grand nombre. Il y en a méme une infinité, si 'on tient compte de ce
fait que si on a une figure d'équilibre non sphérique, I'équilibre subsiste
quand on oriente cette figure d’'une maniére quelconque.

Je pense que ces remarques suffiront pour éclaircir ce qu'il pouvait
y avoir d'obscur dans le texte de Larrace.

§ 7. Stabilité de Uéquilibre relatif.

Il est trés facile de trouver les conditions de stabilit¢ de 1'équilibre
absolu d'un systéme matériel rapporté & des axes fixes; pour qu'un tel
équilibre soit stable, il faut et il suffit que la fonction des forces soit
maximum. Mais le probléme de la stabilité de I'équilibre relatif d'un
systeme matériel rapporté & des axes mobiles est infiniment plus com-
pliqué. Cette théorie n'a jamais, & ma connaissance, été convenablement
traitée que dans le Treatise on Natural Philosophy de MM. Tarr et Trom-
soN. Elle repose sur la distinction de la stabilité séculaire et de la
stabilité ordinaire; j'en vais rappeler les principaux résultats, en donnant
sur un point des compléments qui me seront utiles dans la suite.

Supposons que la position du systéme envisagé par rapport aux axes
mobiles soit' définie par # variables x,, x,, ..., z,, choisies de telle sorte
que l'équilibre ait lieu pour:

X, =2y=...= %, = O.

Si Ton dérange trés peu le systéme de sa position d’équilibre, les valeurs
de x,, ,, ..., x, seront trés petites et, si l'on néglige les carrés de ces
quantités, les équations différentielles qui en définiront les variations
seront linéaires.

On trouvera donc:

x; = E,,,Am[i, m]e‘m‘, [=1,2 ey n; m=1,2, ..., 0]
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Dans cette formule les A4, sont des constantes d'intégration, les [¢, m] et
les A, sont des constantes qu'il est ais¢ de déduire des équations différen-
tielles du probléme.

Si tous les A, sont purement imaginaires, il y a stabilité. Si tous
les A, ont leur partie réelle nulle ou négative, il y a encore stabilité
(et ce cas peut sc présenter si l'on tient compte des résistances passives,
telles que la viscosité des liquides). Si enfin un des A, a sa partie réelle
positive, il y a instabilité.

Les A, sont donnés par une équation algébrique de degré 2n, de
sorte que pour trouver les conditions de stabilité, il suffit de discuter
cette équation en A.

Nous supposerons que toutes les forces réelles auxquelles le systéme
est soumis sont les actions mutuelles de ses parties, de telle sorte que le
moment de la quantité de mouvement du systéme soit constant. Parmi
ces forces réelles, nous distinguerons les forces indépendantes de la vitesse
qui devront admettre une fonction des forces, et les forces dépendantes
de la vitesse, c’est 4 dire les résistances passives dues a la viscosité. Le
travail de ces derniéres forces doit toujours étre négatif.

Outre les forces réelles, le systéme sera soumis a deux sortes de
forces apparentes: la force centrifuge ordinaire, indépendante de la vitesse,
et la force centrifuge composée, dépendante de la vitesse; le travail de
cette derniére est toujours nul.

Soit T la demi-force vive et U Iénergic potentielle due a toutes les
forces indépendantes de la vitesse, y compris la force centrifuge ordinaireé.
Si nous négligeons, comme il convient de le faire, les puissances supérieures
des x et si nous supposons que U soit nul dans la position d’équilibre,
T sera une forme quadratique par rapport aux:

o dx;
T dt

et U une forme quadratique par rapport aux. z,.
Nous poserons selon 'usage:



Sur 1'équilibre d’une masse fluide animée dun mouvement de rotation. 295

de sorte que les équations différentielles s'écriront:

dp; . aUu dx; aT

@t "t T T

Dans ces équations les ¥, représentent l'ensemble des termes provenant
des forces dépendantes de la vitesse. Si l'on néglige les puissances
supérieures des x, les ¥ seront linéaires par rapport aux p. Les ¢qua-
tions différentielles seront donc linéaires.

Dans le cas de l'équilibre absolu, c'est & dire si le mouvement de
rotation est nul, il faut et il suffit pour la stabilité, que la fonction des
forces soit un maximuin, cest &4 dire que la forme quadratique U soit
définie positive.

Cette condition est encore suffisante, mais elle n'est plus nécessaire,
sil y a un mouvement de rotation. Ainsi, pour parler le langage des
paragraphes précédents, si tous les coéfficients de stabilité sont négatifs,
il y aura certainement stabilité, méme dans le cas d'un mouvement de
rotation.

Dans un trés grand nombre de problémes, on peut negliger la vis-
cosité; si dans cette hypothése D'équilibre relatif est stable, il y aura
stabilité ordinaire; si ’équilibre reste stable quand on tient compte de la
viscosité, il y aura stabilité séculaire.

Il peut y avoir stabilité ordinaire sans qu'il y ait stabilité séculaire;
il arrive alors, si la viscosité est trés faible, ce qui est souvent le cas,
que la figure du systéme se maintiendra pendant fort longtemps, mais
finira toujours par étre bouleversée.

Pour qu'il y ait stabilité séculaire, il faut et il suffit que la forme
U soit définie positive, c'est & dire que tous les coéfficients de stabilité
solent négatifs.

Les conditions de la stabilité ordinaire sont beaucoup plus compli-
quées. Bornons-nous & dire que cette stabilité ne pourra jamais avoir
lieu si le nombre des cosfficients de stabilité qui sont positifs est impair.

Tels sont les résultats trés précis que 'on trouve démontrés dans
Pouvrage .de MM. Tarr et Tuomson. Il y a toutefois une importante
restriction & faire et sur laquelle je désirerais attirer l'attention. L’argu-
mentation de MM. Tarr et TrHoMsoN repose tout entiére sur cette hypo-
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thése que le travail de la viscosité est toujours négatif (et non pas nul)
pour tous les mouvements possibles. Il n’en est pas toujours ainsi.
Supposons par exemple une masse fluide isolée dans I'espace. Si
cette masse se déplace sans se déformer, ce mouvement ne sera contrarié
par aucune résistance passive analogue a la viscosité. Le travail de la
viscosité sera alors nul et non pas négatif. Nous devons donc, si nous
voulons appliquer lg théoréme de MM. Tarr et Tromsox, supposer qu’on
a introduit dans le systéme des liaisons telles que la masse fluide ne
puisse se déplacer sans se déformer. Si Von fait cette hypothése, la
proposition est applicable, et 'on peut dire que les conditions de stabilité
sont les mémes si l'on tient compte & la fois de la viscosité et de la
force centrifuge composée, ou bien si 'on néglige ¢ la fois ces deux forces.
Avant de terminer ce qui concerne cette stabilité de 'équilibre relatif,
je dois examiner un cas particulier. Supposons qu'a I'état de I'équilibre
relatif, le systéme envisagé affecte une figure de révolution autour de
l'axe des z. Pour simplifier l'exposition, nous supposerons qu'a I’état
d’équilibre, toute la matiére du systéme soit uniformément répartie sur
n circonférences paralléles dont les rayons seront #,, 7y, ..., r,. Soit m
une molécule appartenant au paralléle de rayon #,. Supposons que I'on
déplace cette molécule de telle fagon que sa distance au plan des zy
augmente de z, sa distance a l'axe des z augmente de «, ct qu'enfin le

.y Vi . o,
di¢dre du plan moz avec le plan zoz augmente de - Si les quantités
i

u;, 2, et v; sont les mémes pour toutes les molécules d'une méme paral-

léle, le systéme affectera encore aprés cette déformation, une figure de

. . . . du; dr; , dz;

révolution. Si T'on suppose de méme que T[' = u], m—' =], Ttl — 2/ sont
ue

les mémes pour toutes les molécules d'un méme paralléle, la demi-force

vive totale du systéme a pour valeur:
T =24+ v+ 2

A, 4,, ..., A, étant n constantes que nous regarderons comme données.
Enfin l'énergie potentielle U ne dépendra que des u et des z, tant que
les quéntités u;, v; ct & conserveront la méme valeur tout le long d'un
paralléle.  Les équations du mouvement seront alors, en supprimant
toute viscosité:
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giui_ aUu o d dv;

CarE T T de SNl
AR du; d?z; av
Adgr = 2o, Ay =—g,

o désignant la vitesge angulaire de rotation due au mouvement d’en-
trainement. Ces équations sont linéaires en u,, v, et z. On y satisfera
en posant:
u; = @, cos A, 2, = b, cos M, v, = zai%Sin At

et une condition nécessaire pour qu'il y ait stabilité, c’est que les valeurs
de A qui permettent de satisfaire de la sorte & nos équations différentielles
solent toutes réelles. On voit par ces équations que si les conditions
initiales du mouvement sont telles que w,, v, #, u, v;, z soient les
mémes tout le long d'un paralléle, il en sera encore de méme au bout
d’un temps quelconque et le systéme restera de révolution.

On pourra trouver pour A un certain nombre de valeurs distinctes
que jappellerai + A, + A, ... et Uintégrale générale des équations pro-
posées en supposant que le systéme reste de révolution sera:

= 2,B,a, cos(A,t + ¢,)
(2) 2= 2,B,b,cos()t + ¢,)

v, = 2«)2,,3,,%";" sin(A,t + ¢,)

les B, et les ¢, étant 2p constantes d’intégration.
Mais on doit avoir:

T4+ U=C

C étant une constante. "Il est facile de voir que si U n’est pas une
forme définie positive, on peut choisir les conditions initiales du mouve-
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ment de telle sorte que la constante C ait le signe que l'on veut. On
trouve:

T'=D,+2D,cos2(0,t + ¢,) + 2D, cos (A, + )t + ¢, + <]
+ XD, cos (At — At + 5, —¢,)

U= E,+ ZE,cos2{\t + ¢,) + Z(E, ou E,)cos[(A, + A)t + ¢, + ¢,].

7

On a done:
D0+E():C7 Dp+Efl=O, qu+EPq:O’ DI"Q+E;"I=O'

On trouve d'ailleurs en faisant attention & la nature des formes T
et U et a la- forme des équations (2):

D, = X,BD,

2B, = X, B A,(Xa, + 2, + 40°d’,)

“p*tip P lip
b 32712 2. 2
2E, = — X 4,(8d%, 4+ 21, — 40°dl,).
On tire de la:

(3) Do + Eo - ZB}I,(D,, + E;) = ZB;AJI??(("?I + I)?P)
et d’autre part:
D,+ E,—XBD, + E,) = C.

Les cocfficients 4, sont essentiellement positifs. Si donc les A, sont
tous réels, le second membre de (3) est essentiellement positif. Mais
nous avons vu que C peut devenir négatif 4 moins que la forme U ne
soit définie positive. Si donc cette forme n'est pas définie positive (an
moins tant que le systéme est assujetti a rester de révolution) il ne peut
y avoir stabilité.

Cette démonstration se trouve, sauf la forine et les notations, dans
la Mécanique Céleste de Larracgk, Livre 1V, Chapitre II, n°® 14.

On doit donc conclure que si un systéme affecte, & 1'état d’équilibre
relatif, une figure de révolution, eet équilibre ne jouira pas méme de la
stabilit¢ ordinaire, si l'équilibre du systéme n’est pas stable quand on
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supprime la force centrifuge composée ¢t qu'on introduit des liaisons
assujettissant le systéme a rester de révolution autour de Uaxe des z. i
faut toutcfois observer & quelle condition cc théoréme de LAPLACE est
applicable. I pourrait se faire que I'un des A fit nul et alors le raison-
nement précédent tomberait de lui-méme. Il pourrait y avoir encore
stabilité en ce sens que la figure extérieure du systéme demeurerait tou-
jours trés peu différente de la figure primitive; mais les divers paralléles
tendraient a tourner avec des vitesses différentes.

Il reste a examiner si les théorémes établis dans les paragraphes
précédents subsistent encore dans le cas de l'équilibre relatif. Le pre-
mier d'entre eux, d’aprés lequel, si un des coéfficients de stabilité change
de signe quand on suit une série lindaire de figures d’équilibre, la forme
correspondante est de bifurcation, subsiste évidemment, car le mouvement
de rotation et la force centrifuge composée ne changent pas les conditions
d’équilibre et n'ont d'influence que sur les conditions de stabilité.

Quant au second théoréme, c'est & dire au principe de I'échange des
stabilités, il subsiste cncore en ce qui concerne la stabilité séculaire dont
les conditions ne sont pas non plus changées par la force centrifuge
composée.

Il subsiste méme en ce qui concerne la stabilité ordinaire, mais
seulement a la condition qu'un seul des coéfficients de stabilité s'annule
a la foir. Nous avons vu en effet qu’il ne peut y avoir méme stabilité
ordinaire quand un scul coéfficient de stabilité (ou plus généralement un
nombre impair de ces coéfficients) est positif ct les autres négatifs.

§ 8. Fonctions de Lamé.

Aprés ces longs prolégomeéncs, jarrive a 'objet principal de ce travail.

Nous nous occupons de déterminer la forme d’équilibre d'une masse
fluide homogéne dont toutes les molécules s'attirent d’aprés la loi de
NEwTON et qui est animée d'un mouvement de rotation uniforme autour
de Taxe des 2. Si nous ne nous occupons que des conditions d’équilibre
en laissant de c6té la question de stabilité, nous n’avons pas & tenir
compte de la force contrifuge composée, et nous pouvons traiter le
probléme comme s'il s'agissait de I'équilibre absolu d’une masse fluide
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soumise seulement & Dattraction newtonienne et a la force centrifuge or-
dinaire.

Nous connaissons déja plusieurs séries linéaires réelles de figures
d’équilibre, ce sont les ellipsoides de révolution et les cllipsoides de Ja-
cosr. La figure de ces cllipsoides dépend de la vitesse angulaire de ro-
tation w qui jouera ici le méme réle que jouait le paramétre y dans les
paragraphes 2, 3 et 4.

Nous pouvons, sans restreindre la généralité, imposer &4 notre massc
fluide certaines liaisons. I’axe de révolution que nous avons pris pour
axe des z, peut étre regardé comme fixe. Nous regarderons également
comme fixe le centre de gravité de la masse. Cela ne suffit pas encore
pour notre objet; si I'on se bornait 14 en effet, on pourrait faire tourner
I'ellipsoide de Jacosr d’un angle quelconque autour de l'axe des 2 sans
que Yéquilibre cesse.  On aurait donc pour chaque valeur de @ une in-
finit¢ d’ellipsoides & trois axes inégaux qui satisferaient a la question.
Afin d’éviter cette circonstance, qui sans pouvoir causer de véritables
difficultés, nous génerait dans 1’exposition, nous assujettirons notre systéme
a unc liaison de plus, en supposant que le plan des xz soit un des trois
plans principaux d’inertic. Il résultera de cette hypothése que si un
ellipsoide a trois axes inégaux satisfait & la question, ses trois axes
d’inertie seront les trois axes de coordonnées, et de plus le méme el-
lipsoide satisfera encore & la question quand on laura fait tourner de
90° autour de l'axe des 2.

Dans ces conditions, voici les résultats bien connus de la discussion
des équations d’équilibre.

Quand ®? croit depuis o jusqu'd 47 X 0,093, il y a quatre ellipsoides
qui satisfont & la question, & savoir deux ellipsoides de révolution et deux
ellipsoides de Jacosr. Ces deux derniers ne différent I'un de lautre que
par leur position, et on passe de l'un & l'autre par une rotation de 9o°
autour de l'axe des 2.

Pour o? = 47X 0,093, les deux ellipsoides de Jacosr se confondent
entre eux et avec un des deux ellipsoides de révolution que nous appel-
lerons Vellipsoide E.

Quand o® croit de 47 X 0,093 & 47 X 0,112, il y a deux ellipsoides
de révolution qui satisfont a la question.
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Pour @® = g4z Xo,112 les deux ellipsoides de révolution se con-
fondent en un seul E'.
Pour @*> 47X 0,112, il n'y a plus d'ellipsoide satisfaisant a la
question.

Pour parler le langage des premiers paragraphes, il y a quatre
séries linéaires de figures réelles d’équilibre depuis ©” = o, jusqua

w® = 47.0,09; il n'y en a plus que deux depuis o’ = 47.0,09 jusquis
o’ = 47.0,11, et il n'y en a plus du tout & partir de cette derniére
valeur.

L'ellipsoide E’ est une forme limite puisque, en faisant croitre ?
on voit les deux ellipsoides réels de révolution se confondre avec E’
pour devenir ensuite imaginaires..

L'ellipsoide E est a la fois une forme de bifurcation, (puisqu’il ap-
partient & la fois & la série des ellipsoides de révolution et & la série
des ellipsoides de Jacosr) et une forme limite, (puisque, en faisant croitre
w® on voit les deux ellipsoides réels de Jacosr se confondre avec E
pour devenir ensuite lmaginaires.

Outre les ellipsoides, on sait qu'il existe des figures annulaires
d'équilibre, dont nous avons parlé dauns le paragraphe 5. Nous nous
proposons de rechercher g§'il existe en outre des séries linéaires de figures
convexes d’équilibre non ellipsoidales. Pour cela nous chercherons a re-
connaitre si parmi les ‘ellipsoides de révolution et ceux de Jacosy il y a
des formes de bifurcation.

Pour arriver & ce. résultat, il faut calculer les coéfficients de stabilité
de ces ellipsoides et rechercher dans quels cas ils s'annulent. On verra
plus loin que ces coéfficients dépendent des fonctions de LAME, mais nous
allons d’abord rappeler les résultats si remarquables des travaux de LAME
et de LiouviLLE au sujet de ces fonctions.

Nous emploierons dans ce qui va suivre les notations de LiouviLLk
dans ses lettres a3 BracHrr (Journal de mathématiques pures et
appliquées, 1*° série, T. XI, 1846). Rappelons ces notations.

On donne a l'équation de I'ellipsoide considéré la forme:

22 y? 5t vrs
P_x+‘oz,_bz +‘02——-G”=I >
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et on détinit la position d’un point sur cet ellipsoide par les deux autres
coordonnées elliptiques p et v.

Une fonction de Lamg d’ordre 7 est une fonction R de Yune des
4 formes:

R = Pn) R = \”ml)rl—-lv R = \/IBT:_—(FP"_’

R =— \/‘([02 . bﬂ)(/)ﬂ - ca)P’_2

(ot P, désigne un polynome de degré n en p) et satisfaisant 4 I'équation
différentielle:

(1) (6" — 00" — ) s + (2= " — Y = [n(n + 1)’ — BIB

(B étant une constante convenablement choisie).

Avant d’aller plus loin, indiquons quelles sont les diverses formes
qu'il peut étre utile de donner a I'équation (1).

Nous poserons:

P = \Npr— b, Py = \p'— ¢
R =pl, =p T, =p,T, =pp,U, = oo, U, = pp, U,
I’équation peut alors se mettre sous la forme générale:
o av v
(1) 6 28+ )+ (a0’ + Py = (He' + KV
Dans cette équation générale, o représente I'une des variables p, p,
ou p,, ¢t V l'une des sept fonctions R, T ou U. On a d'ailleurs:
o = 2, H=n(n+ 1), siV =R
4, H=mnn+1)— 2, siV=T"T
a = 6, H=mnh+1)— 2, siV="U.

|

a

D’autre part:
p._____(b2+ 67), q=b202’ sia-——p
p=20"—¢c q = —b*(c?*—b?), sig = p,

= 2¢* — b? g = c*(c®— 0%, sig = p,.
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D’ailleurs:
pB=p—2c siV =T, o= p ete.

Enfin on trouve:

K= - B, siV=R, c=p
K= —(B—¢Y, siV=1T, c=p
K= —(B—y), siV="U,a=p
K= —[B+ n{n+ 1), siV=DR, o=p, ctc

Pour achever de définir la fonction R, nous supposerons:

. R
lim= =1, pour p = Co.
r
A chaque fonction R correspondent deux fonctions M et N que 'on
obtient en changeant dans R, p, o' — % et yp* —c* en p, ' —b* et
Ve*—p', en ce qui concerne M, et en y, b* — %, o —,* en cc qui
concerne N.

A chaque fonction R correspondra en ontre une fonction S de p
définie par l'équation:

S=(2n+1)Rf dp

N

g
et satisfaisant comme R & I'équation (1).
LiouviLLE pose de plus:
. P . h . 1 .
P \/(p2 — b*)p—e?) \/(p" — b*)(p*—c?) vipt — ) pt—vh) i

l

P est la distance du centre de lellipsoide au plan tangent.
LiouVvILLE trouve ainsi les équations suivantes:

(2) UM 'N'do . 4=RSMN
A T 2a + 1 ‘
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Dans cette équation (2) on considére deux points de l'ellipsoide ayant
pour coordonnées elliptiques p, u, v et p, u' et v'; M, N et | sont les
fonctions définies plus haut de g et de v; M’, N’ et I' sont les fonctions
correspondantes de p' et de v’; A est la distance des deux points p, v
et o', v'; do’ est un élément de la surface de l'ellipsoide ayant pour
centre le point g, v et l'intégrale est étendue a tous les éléments dw’
de Dellipsoide.
LiouvILLE trouve encore:

(3) [[IMNM,N,do = o

ol dw est un élément de lellipsoide; I, M, N, M, et N, les fonctions
définies plus haut des coordonnées p et » du centre de cet élément. M
et N sont deux fonctions de LaMmg conjuguées; M, et N, sont deux autres
fonctions de LaME égulement conjuguées, mais qui doivent étre différentes
des premieres.

LiouviLLE démontre de plus que la fonction R est constamment
positive et croissante quand p varie depuis + ¢ jusqu'a 4 co.. Pour
les valeurs p =0, p= +b, p = + ¢, une des deux fonctions R ou

AR L
o V(p® — b*p* — ¢?) doit g'annuler.

Il me reste a parler des équations qui déterminent la constante B.

Cherchons quelle est la condition pour que I'équation (1) soit satisfaite
par un polynéme de degré A, (oW A=, siV=R;oun—1sV=T;
ou n—2 siV="U)

Posons a cet effet:

V=10"+rd’ + o+ ...+ o™

Nous prendrons A== 2x si A est pair et A= 2x 4 1 si A est impair.
Nous trouverons alors en substituant ce polynéme a la place de V dans
Péquation (1°) et identifiant les deux membres:

Ori + (/14" —lni)r,. + ¢y, =0
O=Q—2i—2)A—2i4+a—3)—1II |
(4) - . ' s G=0,1,2, ...,
= p(A — 2z)</1—- 2] — 1 +}—))

8=(Gi—204+ 2)A—2/4 1)



Sur I'équilibre d'une masse fluide avimée d'un mouvewent de rotation. 305

L’équation (4) est une sorte de relation de récurrence qui permet
de calculer de proche en proche les coéfficients y, en partant des valeurs
initiales y, = 1, y_, = 0. On trouve ainsi y; sous la forme d’un polynoéme
de degré ¢ en k. Comme on doit avoir r,,, = 0, la valeur de k (et par
conséquent celle de B) se trouve donnée par une équation algébrique de
degré x + 1.

Nous avons vu plus haut que la fonction R peut prendre l'une des
quatre formes

R=P, R= 7= P,

R = V/P? 2 P 1 R = \j(‘n‘! . bl)(‘/): - cz) P

n—2*

A ces quatre formes correspondront quatre équations en B qui scront
respectivement de degré

'n+l n n f N
2 ’ 2’ 2 ¢t 2
81 n est pair, et de degré
2
n 41 n 41 n 41 n—1
’ ’ et
2 2 2 2

si # est impair et que jappellerai pour abréger (E,), (E,), (E,) et (E,).
Pour former l'une de ces quatre équations, on formera l'équation (1)
de fagon que la fonction V doive étre un polynéme entier et on en
déduira les équations (4) correspondantes. 1l est a remarquer que cha-
cune de ces quatre équations peut étre ainsi construite de trois manicres
différentes. En effet, pour chacune de ces quatre formes de la fonction
R on peut écrire I'équation (1') de trois maniéres différentes, selon
que Fon choisit pour variable indépendante p, p, ou p,.

LamMe a démontré que ces quatre équations (E) ont toutes leurs
racines réelles. LIoUVILLE, en rappelant ce résultat, ajoute que la mé-
thode de SturM y aurait conduit plus rapidement. Comme il ne donne
pas d'autre détail, il ne sera peut-étre pas inutile d’éclaircir sa pensée
par quelques explications.

Si on revient aux équations (4), on verra que le coéfficient @ y

est toujours négatif et le coefficient # toujours positif. Si donc on
Acta mathematica. 7. Imprimé le 7 Octobre 1885, 39
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suppose que ¢ soit négatif, les fonctions y, qui sont, comme on I'a vu, des
polynémes entiers de degré i en B, jouissent de la propriété caractéristique
des fonctions de SturM, c'est & dire que, quand j, s'annule, r,,; et 7,
sont de signes- contraires. On voit de plus que si le coéfficient de &
dans 7, est positif, le coéfficient de k' dans y,,, sera négatif et réci-
proquement. On peut donc appliquer le raisonnement de Sturm a la
suite:

Fet1y Ixs <o+ 29 T1y [o-

Mais on peut toujours supposer que ¢ est négatif; il suffit pour cela de
prendre p, pour variable indépendante. C'est ainsi que la méthode de
SturM est applicable aux équations qui nous occupent.

D’ailleurs, si ¢ est négatif, et si l'on élimine les y entre les équa-
tions (4) par le moyen d'un déterminant, I'équation (E) ainsi obtenue
aura la méme forme que »l'équation en S» que l'on rencontre quand on
recherche les axes principaux d’une surface du 2° ordre.

Voici une autre démonstration du méme théoréme, que je crois
nouvelle et qui pourra nous étre utile.

Dans le cas de 4® == ¢? on a ainsi que LiouviLLE l'a montré:

B = {n(n -+ I) —_ ig] c? (G=0,1,2,...,m)

. (p‘z . 62)2_ di+n(p2 — )
T 2r(ezn— 1) ... (n—1t + 1) dpi+n .

Dans le cas de 4* = o, on a:
B = 2'20? (i=0,1,2, ..., %)

_ (p3 + c?)? i+ (pf + c?).
Ton(zn—1)...(n—t+ 1) dpit®

Ainsi pour b* = ¢* les racines des équations E, et E, sont:

n(n 4+ 1)c? (e 4+ 1) — 4)c? ete, [n(n + 1) — 4k*c?, @k <)

et celles des équations E, et E, sont:

[m(n -+ 1) — 1]c?, [n(n 4+ 1) — 9]e?, cte, [n(n + 1) — (2k + 1)°]c7,
(2k + 1 < n).
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Ainsi si 'on envisage seulement les équations E et E, par exemple,
les racines de ces deux équations seront toutes réelles et se sépareront
mutuellement.

Faisons varier #* d’'une maniére continue depuis sa limite supérieure
¢® jusqu'a sa limite inférieure o. Les racines des deux équations E| et
E, varieront d'une maniére continue. Pour qu’elles cessassent d’étre toutes
réelles, il faudrait que deux racines de E, ou deux racines de E, devins-
sent égales. Mais pour que cela fut possible, il faudrait d’abord que les
racines des deux équations cessassent de se séparer mutuellement. Pour
qu'elles cessassent de se séparer, il faudrait que l'une des racines de E|
devint égale & une des racines de E,.

Or je dis que cela est impossible. Soit en cffet B unec racine que
nous supposons appartenir 4 la fois 4 E et 4 E, et envisageons l'¢qua-
tion (1) correspondante.

Cette équation admettra deux intégrales, l'une de la forme P,
lautre de la forme p*—c’P,_,. Soient R ct R ces deux intégrales.
On peut former une équation lindaire du 3° ordre, & coéfficients rationnels
et admettant pour intégrales les carrés des intégrales de (1). Un systéme
fondamental d'intégrales sera:

R, RR, ct L.

Cette équation admettrait donc comme intégrales deux polyndmes entiers
B et R} essentiellement distincts.

Mais 1'équation (1) admet, outre l'intégrale R, l'intégrale S définic
plus haut et qui est telle que:

lim Sp*t! = 1, pour p = ox.

L’équation du 3™ ordre dont nous venons de parler admettra donc comme
systeme fondamental d'intégrales:

R, RS, &=

Si nous convenons de dire qu’une fonction I de p est de degré p en p
si le rapport de I’ 4 p” tend vers une limite finie quand p croit indé-
finiment, il résulte de ce qui précéde que les trois intégrales R’, RS et
S? sont respectivement de degré 2m, — 1 et — (2n + 2). Une intégrale
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quelconque de l'équation du 3™ ordre sera une combinaison linéaire de
R?, RS et §%; elle sera donc, &4 moins d’étre identiquement nulle, de 'un

des trois degrés 2m, — 1 et — (2n + 2).
Or R’ — R} qui est une de ces intégrales; ne peut étre ni de degré
— 1, ni de degré — (2n 4 2) puisque c'est un polynéme entier; ni de

degré 2m, puisque le premier terme de R’ est p™ de méme que le pre-
mier terme de R;, de sorte que les termes de degré 2m disparaissent
dans R* — R}. 1l faut donc que:
R*—R:=o0
ou
R =R,

ce qui est impossible et contraire aux hypothéses faites plus haut. Nous
devons donc conclure que les racines des équations E, et E, sont toutes
réelles et se séparent mutuellement, quelle que soit la valeur de b°
Cela va nous permettre de distinguer les unes des autres les diverses
fonctions R.
Nous éerirons:
R®..

L/indice supérieur & sera égal &4 1, 2, 3 ou 4 selon que R sera de Ia
forme

P, ou o —bP,,, ou (pr—cP,,, ou \(p'—b)p'—c’) P, ..

Lindice # indiquera le degré de la fonction R, enfin l'indice ¢ devra étre
choisi de telle sorte que R, se réduise a:

A(,o2 . Cz)E Dt (,02 — cz)n

pour b* = ¢* A désignant un coéfficient constant dont on trouvera: plus
haut la valeur, et le signe D" exprimant qu'on doit effectuer i 4 %
différentiations par rapport a p.

On voit aisément d'aprés ce qui précéde que la fonction B, est
parfaitement déterminée. Pour b* = o on trouve:

i
Y, = A(p} + &) D*(g} + ¢

ol j a une valeur que nous allons déterminer.
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On voif aisément que ¢ est pair si k = 1 ou 4 et impair si k = 2
ou 3; tandis que j est de méme parité que %, si k=1 ou 2 et de parité
différente si k = 3 ou 4. De plus, pour une méme valeur de %k, les
valeurs de j devront croitre quand celles de ¢ décroitront. On a donc:

st k=1 ou 3, it =mn
81 k=2 ou 4, i+ j=mn+4+ 1.

Nous pouvons déduire de la quelques propriétés des fonctions E.
Combien P'équation:

(5) Rif)i =0

(ot le premier membre est supposé débarrassé du facteur radical \p® —b?,
Vo' — ¢* et \(p* — b%(p* — ¢*), qu'il pourrait contenir, ainsi que du facteur
o il y a lieu) aura-t-elle de racines réelles et comment ces racines

seront elles distribuées? Nous prendrons pour inconnue p* et non pas p.
Faisons d'abord 4? = ¢® On verra que l'équation admettra £ racines
égales a ¢’ et y racines comprises entre o et c’.

Si nous faisons ensuite 4 = o, on verra que l'équation admettra
& racines égales & o et »' comprises entre o et c’

Les valeurs des nombres &, », & et » nous seront données par le
tableau suivant, ou la premiére colonne donne la valeur de &, Fa seconde
le reste de » & 2 et les quatre autres les valeurs des quatre nombres:
t— 26, n—i—2y,j—2& W—)—27.

i 0O 0o ¢ O O

1 I O I 1 O

N L Y
@
N
O
)
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Ce tableau montre que 'on a toujours:

2= » Zey
S=7, S =7
Qu’arrive-t-il maintenant pour les valeurs de b® comprises entre o
et ¢’? Pour unc pareille valeur, I'équation ne peut avoir de racine

. . . daR . \
multiple, car si pour une certaine valeur de p, R ct ¥ s'annulaient a
N

i

. . R , . o .
la fois, le coéfficient de %‘;7 dans l'équation (1) devrait étre nul égale-

ment, ce qui entrainerait:
2

pi=140* ou (.
D’autre part aucune des racines de 1'équation ne peut étre égale a o,
A b* ou & ¢?; car si l'on forme I'équation déterminante de l'équation (1)
pour les points p = + 0, p = + ¢, on trouve que les racines de cette

, . . . 1 . ,
équation déterminante sont o et —. Drailleurs, comme on a suppose
2

qu'on enlevait dans léquation (5) le facteur p il s’y trouvait, il ne
pourrait arriver qu'il y restit ensuite, que sil y entrait au carré avant
quon ne l'eit enlevé. Or nous venons de voir que cela ne peut étre.

On doit donc conclure (ue lorsque b* décroit depuis ¢* jusqu'a o,
I'équation (5) aura & racines réelles entre o et b? et y, racines réelles
entre b* et ¢? et que ces deux nombres & et 7, demeureront invariables.

Pour b? = ¢?, il arrivera que les 3, racines comprises entre b* et ¢*
deviendront égales & ¢’; on pourrait supposer aussi qu’un certain nombre
de racines d’'abord imaginaires, ou non comprises entre b* et ¢’ tendent
aussi vers ¢* quand b* tend vers ¢?, de sorte qu'on aura:

/A és

Quant aux & racines comprises entre O et b?, clles resteront com-
prises entre o et ¢*; on pourrait supposer toutefois que quelques unes
d’entre elles se réduisent & ¢*; on aura donc

& =7

Supposons maintenant que b* tende vers o; il arrivera que les & racines
et peut-étre d’'autres tendront vers o, et que les » racines, comprises
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entre ces mémes limites, quelques unes d’entre elles pouvant se réduire
a o. On aura donc:
fenid 7
§ =9 n=27-

Mais si d'autre part on observe que l'on a
§=1, &=y
on verra qu'on doit aveir constamment
7 =§&=7, § =& =1

Il en résulte que Véquation (5) a toujours toutes ses racines réelles et
comprises entre o et ¢’; quant au noembre de racines comprises entre o
et b% ou entre b* et ¢* il est donné par le tableau précédent.

Si par exemple » est pair, I'égquation

R), =o

n, i

n—1 1

aura racines comprises entre o et b’ et 5 comprises entre b* et ¢’

Je ne veux pas, pour le moment du moins, m’étendre plus long-
temps sur les propriétés générales des fonctions de LaME; je me bornerai
a rappeler les deux résultats suivants qui sont bien connus.

En premier lieu, B est toujours compris entre o et n(n 4 1)c’

En second lieu, une fonction quelconque de p et de v, pour les
valeurs de v comprises entre o et * et pour celles de p comprises entre
b* et ¢?, peut toujours étre développée en une série de la forme:

S AM.N,

oii. A, désigne un coéfficient constant, pendant que M, et N, désignent
deux fonctions de LaME conjuguées de p ct de v.

§ 9. Détermination des coéfficients de stabilité.

Considérons un ellipsoide fluide et homogéne en équilibre sous I'action
de lattraction newtonienne et de la force centrifuge. Supposons qu'il

! Ces résultats ont été donnés par M. KLEIN, qui y a été conduit par des con-
sidérations un peu différentes.
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subsiste une déformation infiniment petite, sans que son volume change
et cherchons & évaluer le travail des forces qui agissent sur le corps
pendant cette déformation infiniment petite. Soit:

=1

z? y* 2z

{?+p‘z_b2+p2__c:
Pellipsoide envisagé et soient p et v les coordonnées elliptiques qui dé-
finissent la position d'un point sur cette surface. Soit ¢ la distance de
Pellipsoide & la surface déformée comptée sur la normale & lellipsoide;
soit g la résultante de lattraction et de la force centrifuge en un point
de la surface de l'ellipsoide a l'état d’équilibre; cette résultante est comme
on sait normale a lellipsoide. Soit enfin de un élément quelconque de
la surface de lellipsoide. Pendant la déformation, une molécule quel-
conque peut étre regardée ¢comme soumise a trois forces: a l'attraction
de Tellipsoide supposé fixe, a l'attraction du bourrelet infinitésimal formé
par la différence entre la surface déformée et l'ellipsoide, et a la force
centrifuge. Si nous considérons un point matériel quelconque de masse
1 et que nous appelions A sa distance & un élément quelconque dm’ de
la masse de lellipsoide et r sa distance & l'axe des z; si nous posons: '

(%

la variation de ¥V mesurera précisément le travail des forces agissant sur
ce point matériel et dues 4 'attraction de l'ellipsoide et a la force cen-
trifuge, en laissant de coté l'attraction du bourrelet dont nous venons
de parler.

Il résulte des hypothéses faites, que sur toute la surface de I'ellipsoide,
la fonction ¥ a une valeur constante que nous appellerons V. Si au
lieu d'un point situé sur ellipsoide, nous envisageons un point M infini-
ment voisin de cette surface, nous abaisserons du point M sur ellipsoide
une normale MM’ de longueur infiniment petite . La valeur de la

' Oo remarquera que je désigne par @ la vitesse de rotation et par dew un élément
de Pellipsoide; par g unme des coordonnées elliptiques et par du un élément du bourrelet.
Il n’en peut résulter aucune confusion, puisque les différentielles de @ et de s« n’entrent
pas dans le calcul.
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fonction g au point M, sera précisément aussi la valeur de la dérivée de
la fonction V, estimée suivant la normale. On aura donc au point M,
en négligeant les infiniment petits du 2* ordre

V=V, —gA

Quelle est maintenant l'énergie potentielle totale de la masse fluide
déformée? L'énergie due h Dattraction seule aura pour cxpression

I dmdm’
2 A

dm et dm’ étant deux éléments quelconques de la masse fluide et A la
distance de ces deux éléments. L’énergie due a la force centrifuge sera:

rdm
2

r étant la distance de I'élément dm a l'axe des z. ILe double de I'énergie
potentielle totale sera donc:

2 W = ﬂdmdm +fw?7“2dm.

J'appellerai W, la valeur de W dans V'état d’équilibre, cest & dire
quand la figure de la masse fluide se réduit a lellipsoide.

Mais nous devons distinguer parmi les éléments de la masse fluide,
les ¢léments de Dellipsoide que jappellerai dm et dm’, et les éléments du
bourrelet que jappellerai du et dy. Parmi ces éléments, il y en aura
de négatifs, puisque, le volume ne changeant pas pendant la déformation,

on doit avoir:
fd,u = O.

On a donc

2W_ffdmdm +ﬂdmdy +ffdmdy+ﬂ‘d1dp

+ fa)’rﬁdm + fw’r’dy

2 W, = ]fdmdm +fw2) Tdm

Acta mathematica. 7. Imprimé le 6 Octobre 1885. 40
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ce qui peut s'écrire:

v dm.'d/z 2. .2 d/'ldlll
2TV-—_-—2WO+2[/ A +fwrd/1_+t/f———~A

ou puisque:

2 2

vV — d_'m,_+(ur

2

on. aura:
2W=2W, + 2/V(Ip -I—I[il—/%

Considérons un élément quelconque dew de la surface de l'ellipsoide.
Menons par les divers points de cet élément des normales & Tellipsoide.
Nous aurons ainsi déterminé une sorte de cylindre infiniment délié et dans
lequel nous découperons une tranche infiniment mince en le coupant par
deux plans situés 4 des distances A et A 4 dA du centre de I'élément dw
et paralléles au plan de cet élément. Si A est compris entre o et , la
tranche ainsi découpée dans ce cylindre appartiendra a notre hourrelet;
ce sera un de nos ¢léments du, de sorte que nous pourrons écrire:

dp = ddw.
Nous écrirons de méme:

dp' —= dldw’.

Nous aurons donc pour trouver l'expression de W a calculer les deux

intégrales:
! ) ‘II ’
[ Vo et ff éﬂ‘igf_‘i‘

Mais A étant trés petit, on a comme on a vu
V=V, —g

ce qui donne pour la premiére intégrale:

S Vol — [ ghddo.
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Le premier terme est nul; le sccond peut s'écrire

-—fgdwf/ld/l
0

ou bien:

——-fg%’dw.

Il reste & calculer la seconde intégrale. Nous remarquerons que A
et X étant trés petits, on peut considérer A comme représentant non pas
la distance des éléments du et dy’, mais celle des éléments do et do’
qui en différe trés peu. A est alors indépendant de A ct de 2 et l'on

peut écrire:
dpdy dods’ [ 4 . dodw'Zl
[f—A ~ff——A Ofdz()[da_ff——A .

Il reste done finalement:

1 . 1 ([ dodo'?
W= W, — 1 focio + [[ 1R

Avant d’aller plus loin, il faut calculer g. La force g peut étre
décomposée en trois composantes dirigées suivant les trois axes des x, des
y et des 2. La composante paralléle a l'axe des z par exemple, ost
parallele a la coordonnée x du point d'application. De méme pour les
deux autres composantes.

Si donc on appelle a, B, r les cosinus directeurs de la normale et
k, k', k" trois constantes, on aura:

ga = kx’ gﬁ — k'y’ gr = kuz.

Mais V'équation de I'ellipsoide est

2 ZZ

Y o
+P'~F+Pz—0*— I

"B»l 5]
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ce qui donne:

Y
CZ:—,P, )‘9:/12__—_21)7 r=pz__02})7

I
2 2

P = .
\/9”—2 ot e

__ ko Kb  K(p?—cY)
g_ P - P = P .

On a donec:

Si nous reprenons les notations du paragraphe précédent et que nous
écrivions:

. P

- /7\/(/)2’_ b’)(p’ _ 02)

il viendra
K
I=7
K étant unc nouvelle constante ne dépendant que de p, b et c.
Il reste & déterminer cette constante. Pour cela il suffit de calculer
I'expression de g & lextrémité de I'axe des z; dans ce cas, g se réduit a
I'attraction dc lellipsoide et peut s'écrire:

widu

1
A7\t — b\t — & / :
ovp Ve T ETET
0

o — b’)u_’] [pz — + c’u’]

D’ailleurs ou trouve aisément:

1

l= e e—————a——
\/pz(pz__ bx)

Il vient done, par une transformation simple de l'intégrale:

di
V/(ti o bi)(tﬁ — C’) .

] = % R |
g 47(p C)L/(t’—C’)

P
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La fonction p? —¢* est une fonction de LaMmE que nous appellerons Ri;
c'est d'ailleurs la fonction que nous avions désignée dans le paragraphe
précédent par la notation plus compliquée:

(3)
1,1

Nous chercherons & éviter les triples indices toutes les fois qu'ils ne seront
pas nécessaires et nous rangerons les fonctions de LAME dans un ordre
quelconque; nous les appellerons:

R,R, ..., R, ...
Nous poserons donc:
B — =&

Si d’autre part, nous envisageons la fonction §, conjuguée de R,, nous
aurons:

o

Y o dt
S = T __ 2 — .
L et / (& — W — BN — o)

P

On a donc a l'extrémité de l'axe des 2z
glziﬂRl Sl
3
et comme nous avons vu plus haut que g/ est une constante, nous pourrons
conclure que gl conserve cette valeur sur toute la surface de D'ellipsoide.

Développons maintenant % qui est une fonction de g et de v en une

série convergente de la forme suivante:
ZA,.M,-N,-

A; étant des constantes et M,, N, des fonctions de Lamgi. Cela est
toujours possible, comme nous l'avons dit & la fin du paragraphe précé-
dent. Nous aurons donc:

¢= 2 AIMN,

et de méme:

¢ — S AUMN,
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On tire de la:

3

— Y ApaeN: + L AAPMNM,Y,

N|~f

ou:

/ﬂgdw ~ 2 iiiﬁfylﬁafw x MIN; + )y A, A, [ gl’doM,N,M,N,

ou:
fggdw — Y RS, [IM: NN + ZAiAk‘;—anS, [1M.N, M, N, dw.

Si I'on observe que:

JIM N M.N,do = 0

il reste:
f g5 do = 2R, S, T 4 [IMNdw.

On trouve d’autre part:

ff *dwdw' ZAAffuMNM N dodo'

les deux indices ¢ ¢t k& pouvant étre égaux ou différents. Mais on a:

l'MkN'kdw' _ 47Z'RkSkA'IkNL'
A T oam4 1
On a done

ff Ldodo' _ $* 4,4, /IMNMNd X ;’;"f’;

Si ¢ est différent de %, on aura:

[1MN.M,N,do = o.

11 reste done:

Ldwde’ 3 . 47R:S;
f/ e ZA}IM“Nd x A
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On arrive donc finalement & l'expression suivante pour W

_ 47 R,S, R: S, .
W= Wo——7ZA?f< P l)zmzzv,.,zw,

n est bien entendu le degré de la fonction de LaMe R,.

1

Nous pouvons considérer la forme de la surface déformée comme

définic par les coéfficients A4,. Les cocfficients de stabilité seront alors:

i

— 4z /(R‘S‘ . fS >leNfdw.

3 2n 4 I

Pour qu'un des ellipsoides puisse étre une forme de bifurcation, il faut
que l'un de ces coéfficients s'annule, c'est & dire que l'on ait:

Rl Sl Ri lg,'

3 2n 4 1

= 0

pour Pune des fonctions R

D’aprés cela, il y a un des cocfficients qui est toujours nul, cest
celui qui correspond & 7= 1. Cela était ais¢ & prévoir. En cffet on
peut déplacer Vellipsoide parallélement a lui-méme et parallélement &
Paxe de révolution sans changer l'état d’équilibre. Si l'on imprime ainsi
a Vellipsoide un mouvement de translation infiniment petit et paralléle &
l'axe des 2, et si Yon appelle ¢ la distance des deux ellipsoides infiniment
voisins comptée suivant la normale, on a en négligeant les infiniment petits
du 2% ordre:

i

&= A,IM,N,

4, étant une constante. Comme les deux ellipsoides sont des surfaces
d’équilibre, il faut donc bien que le cosfficient de stabilité qui correspond
a ¢=1 gannule. Y a-t-il des cas ou d'autres codfficients de stabilité
sannulent? c’est ce que nous examinerons dans les paragraphes suivants.

On peut arriver & l'équation (1) par une autre voie un peu plus
simple et que jaurais méme préférée si je ne me réservais d’examiner
plus loin la question de stabilité.

Supposons que l'on ajoute 4 D'attraction newtonienne et & la force
centrifuge qui agissent-sur la masse fluide, des forces perturbatrices quel-
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conques, mais trés petites. La masse fluide prendra alors une forme
d’équilibre trés peu différente de Vellipsoide. Cette forme sera unique si
aucun des coéfficients de stabilité ne s'annule; clle sera mal déterminée
en général, si I'un de ces coéfficients est nul.

Nous reprendrons les mémes notations que plus haut et nous dé-
finirons la surface d’équilibre déformée par la valeur de { que nous
développerons en série comme précédemment:

&= ZAIMN,

les A4, étant des coéfficients infiniment petits qu'il s'agit de déterminer
pour définir la nouvelle forme d’équilibre. Soit comme plus haut V le
potentiel di & Dattraction de lellipsoide et & la force centrifuge, v le

1

potentiel dd & Dattraction du bourrelet, v* le potentiel di aux forces
perturbatrices. On devra avoir sur toute la nouvelle surface d’'équilibre:

(2) V 4+ v 4 v = const.
Mais on a, puisque { est infiniment petit:

V=V —g

[ Cde
v= [

A étant la distance d’'un point quelconque du bourrelet au point envisagé
de la nouvelle surface libre; mais comme ¢ est infiniment petit, on peut
remplacer ces deux points par leurs projections sur lellipsoide. A est
alors la distance de deux points de l'ellipsoide et on a:

! ,,' ’;d ) A,-RiS,'nI,-N,‘
vzzA'/lﬂ?z_iz 47[2——2”,_*_1—'-

Nous pouvons écrire d’ailleurs:

et de plus:

v = S B,M,N,

les B, étant des_ coéfficients trés petits que l'on peut recarder comme
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donnés. L’équation (2) pourra alors s'écrire, en remplacant g et { par
leurs valeurs:

4 A;R;S;M;N;
- ?ﬂRlSl 2 AMN, + 471'2 Tam 1 + 2 B,M,N, = const.

Nous identificrons dans les deux membres les coéfficients de M, N, et il
viendra:

RS, RS: \
472.Ai< 3 20 + I> = B..

Ces équations détermineront complétement les coéfficients A, et par
conséquent la nouvelle forme d’équilibre, 4 moins gqu'on n’ait:

(1) RS, RS _
3 2n 4 1

Cest donc la aussi la condition pour que l'un des coéfficients de
stabilité g’annule.

§ 10. Discussion de Uéquation fondamentale.

Nous avons maintenant & rechercher si I'équation

RS, RS,
(]) 3 T 2n + 1

=0
ou p* est I'inconnue admet des racines comprises entre -+ ¢* et + co.

Parlons d’abord de l'équation plus générale:

. R};Sk R.'S,‘
(2) F'—2m+1—2n+1

= 0

n et m étant les degrés des fonctions R; et R,. Le premier membre F
tend vers o quand p croit indéfiniment, car les fonctions R, S, et RS,
sont de degré — 1 en p, comme on Va vu dans le paragraphe précédent.
Si R, et R, contiennent en facteur jp* — ¢’, F s'annule encore pour
pl=c

Acta mathematica. 7. Imprimé le 26 Septembre 1885, 41
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On a d’ailleurs:

Les racines de 1'équation:
(3) 7 =©
I

qui sont supérieures & ¢? sont les mémes que celles de 1’équation (2); en
effet R, peut sannuler pour p*® = ¢* mais jamais pour p* > ¢’

Si nous voulons séparer les racines de 'équation (3), il suffit d'appli-
quer le théoréme de RoLLe et d’écrire que la dérivée du premier membre
de (3) est nulle. On obtient ainsi Péquation:

48 Rrd S, S.__ak_ |
dp(zm + DRy~ Ridp(zn + )R, (20 + )R, dp R}

Mais on a, d'aprés la définition méme des fonctions S:

4 s
dp (2m + DR, Jif; V(/’? —b(p* — ¥

a8 -
d/’ (2n + DR, — R?\//(P2_ bz)(pz - c,)-

Il reste done:

S dRr
(2n + )Ridp Rf

. . R; . . .
ce qui exprime que le rapport }7;— passe par un maximum ou minimum,

car S, ne peut sannuler.

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant:

Les racines de I'équation (2) supérieures & c? en laissant de coté la
racine ¢’ si clle existe, sont séparées par les racines de l'équation:

am_
dp R} o
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ce qui peut encore g'écrire:
(4) RR, — RE, = o
ou

__dR,

g d
R = =2, = £ :
de © / Vip* — b (p* —¢¥)
p

Cherchons maintenant a séparer les racines de l'équation (4) clle-

1

méme. Pour cela annulons la dérivée du 1* membre par rapport a e.
Il viendra:

(5) R/R,— R/R, = o
ou
17 dzRi
R = ik

Mais 1’équation (1) ‘du paragraphe 8 peut s'écrire:
R = [n(n + 1)p* — B R,
en ce qui concerne R, et
B = [m@m + 1)p® — B,JR,

en ce qui concerne R,. L'équation (5) devient ainsi, en supprimant le
facteur R, R, qui ne peut g'annuler pour les valeurs supéricures a c¢*:

(6) [#(n + 1) —m(m + 1)]p’ — B, + B, = o.

Il est clair qu'une pareille équation ne peut avoir qu'une racine
supérieure a ¢’. L’équation (4) aura donc au plus deux racines égales
ou supérieures a c?, et 'équation (2) aura au plus trois racines supéricures
a ¢® (sans y comprendre la racine ¢’ si elle existe, mais en y comprenant
la racine ©o).

Si l'équation (4) n'a aucune racine supérieure a ¢, le rapport T
'k

est toujours croissant ou toujours décroissant quand p® croit de ¢* & oo.
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Supposons par exemple qu'il soit toujours croissant. On. aura alors:

dp R}
d’ou:
d F

%FI?<O

I'expression Ef est done toujours décroissante et comme clle tend vers o
pour p = o0, elle doit toujours étre positive. On a donc:
F>o.
Revenons en particulier & 1'équation (1) ct supposons:

R, = R, = \p*— "

Supposons d'abord que R, conticnne en facteur jp®— ¢’ nous pourrons
écrire:

R, = ¢.Pi.\//7—;—c_“
¢ étant un facteur qui pourra étre
Py PV =B ou \pi—b
et P, étant un polyndme entier en p’®. L'équation:
P,=o0

n'est autre chose que l'équation (5) du paragraphe 8, débarrassée des
facteurs que nous sommes convenus de lui enlever. Nous avons vu que
cette équation a toutes ses racines réelles et qu'elles sont comprises entre
o et ¢’ L'équation

aura donc aussi toutes ses racines réelles et comprises entre o et c*; d’ou
il résulte que, p*® croissant de ¢* & 4 oo, P, scra constamment croissant.

i

Il en est de méme de p et de \jp*—b* et par conséquent de ¢ et de

B
E—¢.P.
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Il en résulte que si R, contient " —¢* c¢n facteur, I'équation (1) n'a
aucunc racine supérieure a ¢® ct que son premier membre est toujours
positif.

Supposons maintenant que R, ne contienne pas (p* — ¢* en facteur.

\ I o v e .
Quand p est trés grand, on peut regarder — comme un infiniment petit
)

du 1¥ ordre. On a alors en négligeant les infiniment petits du 2% ordre:

RS, = RS, =~
p
d’ou:
RIS! ‘RiSi I (I 1 )
— =_—(-— —}>o.
3 2n 4+ 1 p\3 2n 4+ 1

Le premier membre de (1) est donc toujours positif, & moins que n ne
soit égal a 1.

Pour p? = ¢’, RS, sannule et par hypothese R,S; ne s'annule pas;
le premier membre est donc négatif. Ainsi la substitution de p® = ¢?
et d'une valeur de p? positive et trés grande, donne des résultats de signe
contraire; le nombre des racines de 1'équation (1) supérieures a c? et finies
sera donc.impair.

Or nous avons vu que le nombre des racines supérieures a ¢* était
au plus égal &4 3, en y comprenant la racine p*® = co; si on ne tient pas
compte de cette racine, le nombre des racines sera au plus égal a 2; ¢t
comme il doit étre impair, il fant qu’il soit égal a 1.

Nous avons laissé de coté le cas ott n = 1 aunquel correspondent
deux fonctions R,, & savoir:

R—p, B = ri—P
I est aisé de voir que quand p* croit depuis ¢® jusqua 4 o0, les rapports:

14 [0F — b2
e 2 et w):
V‘g P \/’02 — ci
vont toujours en décroissant. On doit done conclure que P'équation (1)
n'a aucune racine finie et plus grande que c’ et que son premier membre
est toujours négatif,
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Voici done en résumé quel est le nombre des racines de I'équation
(1) finies et supérieures a ¢’:

R; divisible par \p* —c*; pas de racine; 1 membre positif,
R, non divisible par p*—c*; n > 1; une racine,

R, non divisible par \p* —c*; n=1; pas de racine; 1° membre négatif.

Renenons maintenant au cas général, et cessons de supposer que
B, = R,; qu'arrive-t-il alors de I'équation (2)?

Soit d’abord # > m, et supposons que R, soit divisible par \/p* —¢*
et que R, ne le soit pas. On voit alors tout de suite que F' est positif
pour p?® = c* et pour p® trés grand et positif. L’équation (2) n’a done
pas de racine finie et supérieure # ¢?, ou bien elle en a deux. Quant

2 2 2

R .. . o
au rapport i il est nul pour p*? = ¢* et infini pour p

done croissant pour les valeurs de p? trés peu supéricures a c® et pour
les valeurs trés grandes. Donc dans les cas ol l'équation (2) a deux

= o0; il est

. . . , . R; .
racines, il doit en étre de méme de I'équation (4) et le rapport £ doit
k

présenter un maximum et un minimum.
Supposons maintenant que R, soit divisible par \p* —¢* sans que R,
le soit. Alors pour p® = ¢’ on a:

F <o,
pour p* positif et trés grand
F>o0;

il y a donc un nombre impair de racines, ct comme ce nombre ne peut
dépasser 2, il faut qu'il soit égal a 1.
Supposons maintenant que RB; et R, solent tous deux divisibles par

Vo' —c* ou ne le soient ni 'un ni l'autre; on aura alors pour p* = c”:

RR,— R,R, = o.

Il est possible que cette méme équation (4) puisse avoir une autre racine
supérieure a4 c¢’, mais elle n’en peut avoir qu'une. Pour qu'elle en ait
une, il faut d’abord que 1'équation (6) en ait une, c'est a dire que:
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(7) B,— B, > [n{n 4 1) —m(m + 1)]c*

Cette condition est d’ailleurs suffisante. Si cette condition est remplie
Péquation (2) pourra avoir une racine. Dans le cas contraire clle nen
aura aucunce. Doailleurs il en est encore de méme si, la condition (7)
n'étant pas remplie, R, est divisible par \j* —¢* sans que R, le soit.

Dans le cas de # = m, qu'il nous reste & examiner, I'équation (6)
qui se réduit a

B,— B, =o0

ne peut avoir aucune racine. L’équation (4) ne peut donc en avoir qu'une-
et I'équation (2) en aura également une au plus.

Si de plus R, et R, sont tous deux divisibles par Vot —c% ou nele
sont ni l'un ni lautre, le premier membre de (4) sannule pour p* = ¢?
et nc peut avoir d’autre racine. L’équation (2) n'en a donc aucune.

St R, est divisible par o —¢* ct que R, ne Ic soit pas, il peunt y

b .

# est plus petit que 1 pour
k

p positif ct trés grand. Il y en a une dans le cas contraire; car alors
pour les valeurs trés grandes de p, F est négatif, et pour p® = ¢? on
voit aisément que F est positif.

En résumé on a

avoir o ou une racine, 1l n'y en a pas si

st w>m R, div. R, non div. O ou 2 racines
si n>m R, non div. R, div. 1 racine
si ®w>m R, et R, div. O ou I racine
si m>m R, et B, non div. O ou 1 racine
siom=m R, div. B, non div. 0 ou I racine
si m R, non div. R, div. O ou I racine
sl n = R, div. R, div. O racine
si w=m R, non div. R, non div. O racine.
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§ 11. [Ellipsoides de révolution.

Parmi les ellipsoides aplatis de révolution qui sont des figures d’équi-
libre de notre masse fluide, y en a-t-il qui sont des figures de bifnrcation?

Pour étudier ces cllipsoides nous prendrons pour variable indépen-
dante \/o* —¢* que nous appellerons & & Vexemple de LiouvinLe et non
plus p,, afin d'éviter T'indice 2. Nous prendrons ¢ pour unité de longuenr,
de telle sorte que ¢* = 1. On aura alors:

7
2

Ri.n = A(k2 + [) ]).i+n(k? + I)"

t+g7=n ou n-41

A étant une constante et D un indice de dérivation par rapport a k.
A une méme fonction:

El
(1) AR+ 12D E + 1)
correspondent en général denx fonctions de LaME distinctes, & savoir:

Ro_;. et 1. n s1 J + » est pair

et

aim € REL si 7 + n est impair.

A chaque fonetion (1) correspondront done deux coéfficients de stabilité
que jappellerai pour abréger:

et C,

Jan®

B.

1, B

Il y a exception quand j = o. Dans ce cas en effet, 4 une fonction (1)
ne correspond qu'une seule fonction de LaMg, R, , sl n est pair et R,
si m est impair, et par conséquent ne correspond qu'un seul coéfficient
de stabilité.

Quand on fait croitre w depuis o jusqu'a une certaine valeur w,, on
trouve comme figures d’équilibre deux ellipsoides de révolution qui se

confondent pour w = w, et disparaissent pour. @ > w,. A chaque valeur
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de @ < w, correspondent donc deux valeurs de k et il est aisé de voir
que pour w = o, ces deux valeurs sont k—o0 et k= co. Pour w =w0,,
ces deux valeurs se confondent en une seule k,. Il y a donc deux séries
linéaires Y et 3’ de formes d’équilibre réelles, la série ¥ comprenant les
ellipsoides tels que k < k,, et la série 2, les ellipsoides tels que &k >k, .

L’ellipsoide k¥ =k, est une forme limite.

Si T'on fait varier k depuis o jusqu'a 4+ oo, on voit Tellipsoide,
d’abord infiniment aplati, se rapprocher ensuite indéfiniment de la sphére.
En méme temps w croit d'abord de o & @, et décroit ensuite de w, & o.

Si en suivant la série X ou la série X, on voit un des coéfficients
de stabilité changer de signe, l'ellipsoide correspondant sera une forme de
bifurcation. Les deux co¢fficients de stabilité B, , et C,, que je viens
de définir sont toujours égaux entre eux. Quelle est la condition pour
que ces coéfficients s’annulent? L’équation

n'est autre chose que l'équation (1) du paragraphe précédent. D'aprés la
discussion de ce paragraphe, on voit que le coéfficient B, , s'annulera
pour une certaine valeur de k, si j + % est pair et si » est plus grand
que 1, et ne g’annulera jamais si cette condition n'est pas remplie. Cette
méme discussion montre que ce coéfficient change de signe en sannulant.
Donc Vellipsoide correspondant est de bifurcation.

Ainsi & tout systéme de nombres 5 et n tels que:

(2) J =n(mod 2), n>1

correspond une valeur de % qui annule deux coéfficients de stabilité et
par conséquent un ellipsoide de bifurcation.
Il y a exception pour le systéme:

Jj = o, n = 2.

L’ellipsoide correspondant est I'ellipsoide »» = w,, k = k, dont nous avons
parlé plus haut. C’est une forme limite et non une forme de bifurcation.
Un autre systéme intéressant est le suivant:

J‘:Z’ n—»=2.

Acta mathematica. 7. Imprimé le 26 Septembre 1885. 42
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L’ellipsoide correspondant est celui qui appartient & la fois & la série des
ellipsoides de révolution et a celle des ellipsoides de Jacosr

Soient deux nombres j et % quelconques, satisfaisant aux conditions
(2); soit K, , la valeur de k qui annule le cocéfficient B; , et £, , la valeur
de @ correspondante.

Faisons maintenant

w=4  +¢

¢ étant une quantité infiniment petite; 4 cette valeur de w correspondront
deux formes d'équilibre, un ellipsoide de révolution E et une figure @
tres peu différente. Etudions de plus pres cette figure @. Nous définirons
cette figure de la fagon suivante: Menons a4 lellipsoide E une normale
quelconque. Nous définirons le point de lellipsoide qui est le pied de
cette normale par deux coordonnées ¢ et pu; ¢ sera langle formé par le
plan qui passe par le point considéré et I'axe des 2z avec le plan des
zz, ct g sera la deuxiéme coordonnée elliptique comprise entre b*=o
et ¢*==1. Je prendrai sur cette normale une longueur {. La position
d'un point dans I'espace sera ainsi définie par les trois coordonnées £, p et ¢,
et c'est dans ce systéme de coordonnées que je vais écrire I'équation
de la figure @. Au systéme de nombres j et n correspondent deux fonc-
tions de LAME ainsi qu'on Ta vu:

lon3 2 ou 4
ne—j, N Ct t, +1--j.n

auxquelles il faut adjoindre leurs conjugudes:

g1 ou 3 2 ou 4
( ) J‘ n-—j,n Ct Il n+l—j, n
loun3sl 73 ou 4
n—j,n ct ntl—jf,mn*

Les deux fonctions M sont égales entre elles et s’obtiennent en remplagant
dans la fonction R correspondante, k par i —,* et les deux fonctions N
sont ¢égales, I'une & cosj¢, I'autre a sin je.

I’équation de la figure ¢ pourra alors s'éerire:

::[(“ll‘z‘[lﬁvl + A-zJI-zZV?)

en négligeant les infiniment petits du 2% ordre (¢ étant du 1° ordre).
Dans cette équation I a le méme sens que dans le § 8; M, N, M, et N,
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sont les fonctions (3); 4, ct 4, sont deux constantes infiniment petites
du 1* ordre et dont le rapport est arbitraire.

Posons:
A, = 0fcos), A, =fsin A

6 étant une constante infiniment petite dépendante de &, et A étant une
constante arbitraire; il viendra;, en remplacant M, N, M, et N, par
leurs valeurs:

(4) {=0lcos(joe — HM

la fonction M s'obtenant comme jé l'ai dit plus haut.
Si Téquation (4) était I'équation cxacte de la figure @, cette équation
prouverait que la figure @ jouirait des symétries suivantes:
1°. 8l j=o0, la figure @ serait de révolution autour de Paxe des 2.
2°. Si j n'est pas nul, la figure @ ne changerait pas quand on la

s . ’ 2r oy s
ferait tourner autour de l'axe des # d'un angle =; clle admettrait j plans
J
de symétric passant par l'axc des z, de fagon que l'angle di¢dre de deux
TR 14 . e, T
de ces plans de symétrie consécutifs soit =.
J

3°. Comme j + n est toujours pair, le plan des xy serait aussi un
plan de symétrie.

4°. Enfin si j est pair, l'axe des z serait un axe de symétrie, et
V'origine un centre de symétrie.

Mais V'équation (4) m'est qu'une équation approximative de la figure
@. Pour Vétablir nous avons négligé les infiniment petits du 2% ordre;
de sorte quon peut se demander si ces diverses symétries subsisteront
encore quand on étudiera I'équation cxacte de la figure @ ct qu'on tiendra
compte des termes d'ordre supérieur. La réponse a cettc question doit
étre affirmative.-

Pour s'en assurer, voici quel artifice on doit cmployer. Supposons
qu’on introduise dans le systéme des liaisons auxiliaires et qu'on assujettisse
la masse fluide & présenter les symétries que nous venons d’énumérer.
Je dis que, méme avec ces liaisons supplémentaires, ’ellipsoide qui corres-
pond & la valeur K, , de % et & la valeur &, , de @ sera encore ume
forme de bifurcation.
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En effet nous avons vu au § 9 qu'une surface trés peu différente
de cet ellipsoide peut étre définie par la distance ¢ d'un point de cette
surface a lellipsoide (comptée sur la normale & Dellipsoide) et que cette
distance ¢ elle-méme est donnée en fonction des coordonnées elliptiques
sous la forme d’une série convergente

¢=1Z 4,M,N,

M, et N, étant des fonctions de Lamg, de telle sorte que la surface en
question sera déterminée par la connaissance des coéfficients 4,. Nous
avons vu ensuite dans le méme paragraphe que I'énergie potentielle totale
W pouvait s'écrire, en négligeant les cubes des coéfficients 4,:

(5) W— W, + ZAB,

les B, étant les cotfficients de stabilité; de plus, avons-nous dit, pour que
Yellipsoide soit une figure de bifurcation, il faut et il suffit que I'un des
B, s'annule.

Qu’'arrive-t-il maintenant quand on introduit des liaisons dans le
systéme?

Supposons d’abord qu’on assujettisse la masse fluide a étre de révolu-
tion autour de l'axe des 2 et symétrique par rapport au plan des xy.
Comment ces conditions s'exprimeront-elles analytiquement? Elles signifie-
ront que tous les coéfficients A4, sont assujettis 4 étre nuls, sauf ceux qui
correspondent a une fonction M, dont les nombres caractéristiques j, et

n, satisfassent & la condition:

J, =0, n, = o (mod 2).

Que faut-il maintenant pour que l'ellipsoide soit de bifurcation quand
on envisage léquilibre d’'une masse fluide assujettie a ces liaisons? Il
suffit que dans lexpression (5), le coéfficient B, de T'un des termes A;
qui ne sont pas assujettis 4 étre nuls, change de signe.

Nous avons supposé que pour lellipsoide k=K, ,, le coéfficient de
stabilité défini par les deux nombres j et .» s'annulait; si nous avons:

J=o, n = o (mod 2)

ce codfficient de- stabilité est un de ceux qui multiplient un terme 4,
non assujetti par les liaisons a étre nul.
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Si donc on envisage I'équilibre du systéme soumis aux liaisons que
nous venons d’énumérer, l'ellipsoide ¥ = K, , sera encore une figure de
bifurcation. Pour la valeur de

w=‘Qo,n + 3

on aura donc deux formes d'équilibre du systéme & liaisons, & savoir un
ellipsoide ¢t une figure @ trés peu différente.

La ﬁgfure @, a cause des liaisons mémes auxquelles elle est supposéc
assujettie, sera de révolution et symétrique par rapport au plan des zy.
Mais par suite de la nature méme de ces liaisons, la figure @ qui est
en équilibre en tenant compte des liaisons, restera en équilibre quand on
les supprimera. Ce ne peut donc étre que la figure @ elle méme qui sc
trouve ainsi étre de révolution quand j cst nul.

Supposons maintenant que j ne soit pas nul.

Assujettissons le systéme aux liaisons suivantes; la masse devra
admettre pour plans de symétrie le plan des zy et les j plans:

-

Z:t (219

o— . i1
&z Oj (h=0,1,2,..,/-1)

Ces conditions traduites analytiquement signifient que tous les cosfficients
4, sont assujettis a étre nuls, sauf ceux qui correspondent & une fonction
M, dont les nombres caractéristiques j, et », satisfont & la condition:

J, =o0(mod j), J, + n, =o(mod 2).

De plus nous avons vu que parmi les fonctions N, les unecs sont de
la forme cosjo et les autres de la forme sin Jg; les coéfficients de ces
derniéres seront tous assujettis & étre nuls.

Pour que Vellipsoide soit de bifurcation quand on considére Féquilibre
d'une masse soumise & ces liaisons, il faut et il suffit qu'on voie s’annuler
Tun des cosfficients de stabilit¢ B, qui multiplie un terme A2 que les
liaisons n’assujettissent pas a étre nul.

Pour Tellipsoide k=K, ,, les deux co&fficients de stabilité définis par
les deux nombres j et n sannulent; or l'un dentre eux multiplie un
terme A; que les liaisons n'obligent pas & s'annuler.



334 H. Poincaré.

Donc, méme dans le systéme & liaisons, l'ellipsoide K, sera une
forme de bifurcation. Si Pon fait:

o=8 ., 4+ ¢

on aura deux formes d’équilibre du systéme a liaisons, a savoir un
ellipsoide ¢t une figure @' tres peu différente.

La figure @', en vertu de ses liaisons mémes, aura j -+ 1 plans de
symétrie. Mais ces liaisons sont de telle nature que léquilibre de la
figure @ subsistera quand on les supprimera. La figure @& n'est donc
autre chose que la figure @ elle-méme qui doit ainsi avoir j 4 1 plans
de symétrie.

Je vais maintenant expliquer pourquoi les liaisons, dont il vient
d’étre question, sont telles que si une masse¢ fluide est en équilibre en
tenant compte de ces liaisons, l'équilibre subsistera encore gquand on les
supprimera.

Pour simplifier I'exposition, je supposerai un seul plan de symétric
P qui pourra étre, soit le plan des zy, soit un plan passant par l'axe
des 2.

La condition d'équilibre de la mnasse fluide supposée libre, cest que
le potentiel ¥V, dit a laction de toutes les forces qui agissent sur une
moléeule du fluide, soit constant sur toute la surface libre.

Si on assujettit la masse fluide & étre symétrique par rapport au
plan P, cette condition se trouve un peu modifiée. Soit ¥ lc potentiel
en un point quelconque de la surface libre, V' le potentiel en un autre
point de cette surface, symétrique du premier par rapport au plan P;
Ia nouvelle condition d’équilibre sera:

const.

I

V4 v

Supposons que cette condition soit remnplie et que la masse fluide se
trouve en équilibre sous l'action des forces extérieures et des liaisons, et
soit par conséquent symétrique par rapport au plan P. Si les forces
extérieures se réduisent a lattraction et & la force centrifuge, elles seront
clles-mémes symétriques par rapport au plan P et on aura par conséquent.

V=1V
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d’ou l'on déduit
V — const.

Cette condition montre que 'équilibre subsistera encore quand on suppri-
mera les liaisons.

C. Q F. D.

Il résulte de cette discussion que les symétries que nous avions été
conduits & attribuer & la surface @, en partant de I'équation (4) qui
n'était qu’approximative, lul appartiennent rigourcusement, méme quand
on tient compte des termes d'ordre supérieur qui entrent dans son équa-
tion exacte.

Nous allons nous occuper maintenant de démontrer un résultat qui
nous sera utile dans la suite.

Si k est positif et trés grand, Vellipsoide est trés voisin de la sphére
et tous les cocfficients de stabilité sont négatifs. Si l'on fait décroitre k,
il arrivera un moment ot un ou deux de ces cocfficients gannuleront.
Quel sera le premier de ces coéfficients qui changera ainsi de signe? Je
dis que ce sera celui qui correspond aux nombres:

J =2, n = 2.

Appelons en effet R, la fonction de Lamg correspondante et S; sa
conjuguée. Nous aurons:

R, =k + 1.

Soit maintenant R, une autre fonction de LaMmg et S, sa conjuguce. Nous
aurons:

g
2

B o— Ak + 1) D (k4 1)

A étant une constante. Nous supposerons que j + % est pair, sans quoi
le coéfficient correspondant & R, ne sannulerait jamais.
Il s'agit de démontrer que la racine K, , de I'équation

RS, RS,
— — O
3 5
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est plus grande que la racine K, de I'équation:

RS, RS
3 2n + 1

Pour cela il suffit de démontrer que l’expression:

RS, RS
5 2n + 1

est toujours positive, ou bien encore que le quotient:

R;

R

2
est toujours croissant.
Nous distinguerons trois cas.
1°. Supposons d'abord 5 > 1.
Il vient alors:
2
R =

= = A(k*+ 1)

i+n(1.2 n
R, Dk 4 1)

i.-_?
A est une constante positive; (kK 4+ 1)’ se réduit & 1 ou est toujours
croissant; enfin le dernier facteur D/+"(k* 4+ 1)" est un polynome entier
en k dont tous les cotfficients sont positifs et est par conséquent toujours

croissant.

C. Q F. D

2°.  Supposons maintenant j = 0; #n = 2p.
11 vient alors
R _  D(k +))*
R, (k* + 1)
La dérivée logarithmique du 1 nombre est done

DRH(E® 4 1) 2k
D¥(k + 1) k41

Je veux démontrer qu’elle est positive, c'est a dire que

F= k"4 1)D?"' — 2kD? > 0



Sur 1'équilibre d’une masse fluide agimée d'un mouvement de rotation. 337

ou D™ et D*' désignent les dérivées d’ordre 2p et 2p + 1 de (k* + 1),
On trouve:

(k? + 1 211__2 lqlzp——-q k2 (9=0,1,2,...,2p)
d’ou:

|2p |29 _
D — k?q 2p
z|f1!2p—q |2 —2p

(g=p, p+1,...,2p)

Nous écrirons pour abréger:

D — T4
et il viendra:
F= (k" + 1)TA,(2q — 2p)k¥ " — 2k A k7.
Le cosfficient de
k?q—2p+l

dans F' sera donc
(29 — 2p — 2)A, + (2q —2p + 2)4

Pour que F soit toujours positif, il suffit que tous ces coéfficients soient

positifs. Or comme tous les 4, sont positifs, il ne peut y avoir de doute

que si 2qg — 2p — 2-est négatif, c’est a dire pour:

q=2p.
La cos&fficient de F devient alors

24,,, — 24

e
Si nous écrivons qu'il est positif, il viendra;
4,0,> 4,
ou bien:
2pl2p+2 _ |2p|2p
prrlp—rfz 7 2fe

ou bilen encore:
(p+2)zp+1) 1
2.(p+ 1) P
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ou enfin:
piep + 1) >1

ce qui est évident; donc F' est toujours positif.

3°. On peut supposer enfin:

J=1, n=2p 4 1.

11 viendra
D‘Zp+2(k?+ I)?p+1

‘RQ - \rlk2 + 1

ou en désignant simplement par D* la k° dérivée de (k

R; AD?H?

E; - \E? -|—4I_
dont la dérivée logarithmique est:

D k
7 TR

pour qu’elle soit positive, il faut que

F— (k' 4+ 1)D¥+ — D"+ > o,

Or on a

|2p + 1
2 2p+1 k
(k z|q|2p+l——q

1

d’ou:

2p+ 1 l2q

C. Q F. D.

2 + I)‘lp+l

29—2p-2

D+t =4 o Z| |
9

2p+l—~q12q —2p—2

@=p+1,p+2 ..., 2p+ 1)

I1 vient donc

F = (k2 + I)ZAq(Qq — D) em 2)k2q—2p._3

Le cosfficient de
k'.'q—?p—l

— kX Ak,
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dans F' sera donc:
A4,(2q0 —2p —3) + A,4.(29 — 2p).
Ce coefficient ne pourrait étre négatif que si l'on avait:
2q—2p — 3 <O

ce qui ne peut avoir lieu que pour ¢ =p -+ 1.
Le coéfficient de I devient alors

24,,,— 34,,,.
Ecrivons que ce coéfficient est positif, il viendra:

|2p + 1|2p + 2 <2’2p+1[22;+4
lp+tlp lptzp—t|2

ou:
3 e+ 3)ep +4)
P p+2
ou:
p(2p + 3)(2p + 4) —3(p + 2) >0
ou:

4p° + 140> + op—6>o0

inégalité qui est vérifiée méme pour p = 1.
Donc F est encore positif.

C. Q F. D

Nous devons conclure de cette discussion que si l'on fait décroitre %
depuis + co jusqu'a o, de facon que lellipsoide d'abord tres voisin d'une
sphére s'aplatisse de plus en plus, on rencontrera une infinité d’ellipsoides
qui appartiendront a d’autres séries linéaires de figures d’équilibre. Le
premier que l'on rencontrera ainsi sera celui qui appartient a la série
des ellipsoides de Jacosr et qui correspond au cas de j = n — 2.
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§ 12. [Ellipsoides de: Jacobi.

Nous allons rechercher maintenant si parmi les ellipsoides de Jacosr
il y a des formes d'équilibre de bifurcation.
Nous poserons comme dans le paragraphe précédent:

102 i ]‘:‘2 + C?’ C? — 1

et nous ferons varier 4* depuis o jusqu'a ¢’ == 1.

A chaque valeur de 4® correspondra une valcur de k, que jappel-
lerai H et qui sera telle que Dellipsoide dont les axes sont k, i+ ¢ —b*
et \k* 4+ 1 soit un ellipsoide de JacosL

Voyons quelle relation lie 4* &4 H.

Parmi les fonctions de LaMi du 2? ordre, je citerai la suivante:

Pp*— b

Nous Tappellerons R,; en effet si on fait §* = o, elle se réduit & k* 4 1;
c'est donc bien une des deux fonctions que nous avons appelées R, dans
le paragraphe précédent et qui se réduisaient toutes deux a k*+ 1 pour
b* — 0; nous réserverons la notation R, & la seule fonction pp*—b?,
a laquelle correspondront une fonction S, et deux fonctions:

}12 = /l\//[‘ — b% N, = V\/b"—— v

2

Si l'on fait tourner lellipsoide E d’'un angle infiniment petit autour de
Vaxe des #, de fagon a lui faire occuper la position E’; puis que lon
appelle ¢ la distance des deux ellipsoides £ et E' comptée normalement
a l'un d’eux, on trouvera aisément:

&= AIM,N,

4, étant une constante infiniment petite.

Mais si l'ellipsoide F est un ellipsoide de Jacosi, son équilibre sera
indifférent et ne sera pas altéré quand on fera tourner la figure d'un
angle quelconque autour de l'axe des z. L’équilibre subsistera quand
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on fera varier A4, d’une maniére quelconque. Donc le coéfficient de
stabilité correspondant devra étre nul, c'est & dire que l'on devra avoir:

(1) Bh S o
3 5

Telle est 'équation qui lie H & 0 ct qui exprime que Dellipsoide E cst
un ellipsoide de Jacosr.

Cela montre qu'a chaque valeur de 4 correspond une valeur de J/
et une seule. Lorsque 0° tend vers ¢’ cette valeur de /f tend vers o.
On sait en effet que quand o tend vers o, le rapport du petit axe au
moyen, dans lellipsoide de Jacosr, tend vers l'unité et que le rapport
du petit axe au grand tend vers o.

Pour qu'un ellipsoide de Jacosr soit de bifurcation, il faut qu'un
autre de ses coéfficients de stabilité s'annule, ce qui exige que l'on ait:

RS, RS, RS,
(2) 3 5  2n41
n étant l'ordre de la fonction R,.
L’équation:
RS, RS, _
(3) 3 2n 4+ 1 o

aura une racine que jappellerai K, pourvu que R, ne soit pas divisible
par \jp* — ¢*.
Les équations (2) se réduiront donc a

H = K,.
Pour 4° = o, on revient au cas du paragraphe précédent, et on a vu &
la fin de ce paragraphe que:

H> K,

car la plus grande des valeurs de % pour lesquelles un coéfficient de
stabilité s'annulait, était précisément K, , c’est a dire H.
Voyons maintenant ce qui se passe pour b’ = ¢ = I.
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La fonction B, se réduit a

h
A(pz . I)ED"J”‘(/)? o I)n

b étant un entier plus petit que ». En particulier R, se réduit a

—

(p*— 1)

1l résulte de la que si & n'est pas nul, équation (3) est satisfaite pour
! ’ q K
p* = 1. Par conséquent pour b* = ¢*, K, devient nul et égal & I1.
Au contraire si & = o, R, se réduit a

ADn (/02 _ I>u

et K, est positif et par conséquent plus grand que H.

Si donc % est nul, I'équation H = K, est satisfaitc au moins une
fois, et certainement un nombre impair de fois.

Nous pouvons discuter également 1’équation:

R,S, R:S;
(4) T T Im 1

Ri
Nous devons rechercher d'abord dans quels cas le rapport & est

2
toujours croissant.
Si nous laissons de coté comme il convient les fonctions R; divisibles
par o' —¢*, la fonction R, peut affecter 4 formes différentes, a savoir:

Bo= (0" — a)p* — ) - (o7 — )

R, = P\p*— IF(:’)? - al)(p2 - az) T (/)? - ap—l)
s1m = 2p et

Ri == /0(,02 - ax)(/’ - a?) cee (:02 - al')

B, = Vo' — bz(pg - al)(pe___ ag) s (102 '—ap)

si = 2p+4 1. Les a sont des quantités positives comprises entre o et
¢* et que je suppose rangées dans l'ordre décroissant.
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Tous les a étant plus petits que ¢’ tous les facteurs p* — a seront
croissants quand p® croitra de ¢* & 4 co. De méme tous les a étant
positifs, le rapport

[) -
P

sera constamment croissant. Enfin le rapport:

p’—ea
T

sera croissant si « est plus grand que %
Dans les quatre cas possibles, nous pourrons écrire:
R, pt—a, pt—a,

— 2 — 2 —_—
Ny R (p a)...(p a,)

R,
172 = (/}2 — a])(loz — a?) s (/’1 - ap—l>

R p—ua 2 \
R, —‘—w?——_b% (p*—a,) ... (p*—ua,)
Ri )2_(11

ﬁ;—l—?‘(p?—'az) c (T — ).

Tous ces facteurs seront croissants si @, est plus grand que b?% ou bien
encore si R, est divisiblé par \p,"—3°. Dans ces deux cas le rapport

R, . .
g sera toujours croissant.
2

Il suit de la que I'équation (4) ne pourra avoir de racine que si
R, nlest pas divisible par \»* — 5’ et a tous ses zéros inférieurs & b%
Les seules fonctions R, qui satisfassent & ces conditions, sont celles que
nous avons représentées par la notation Ry, et qui pour J* = ¢® =1 se

0, n
réduisent a
AD(p® — 1),

Les équations (2) ne peuvent donc étre satisfaites si R, n'est pas égal a
R ., et si B, = R} ,, nous avons vu qu'elles peuvent toujours I'étre.

Il resterait & établir qu’elles ne peuvent 1'étre que d’'une seule
maniére.
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Bien que diverses raisons me fassent penser qu'il en est probable-
ment ainsi, je n’ai pu encore le démontrer rigoureusement. Il y aurait
surtout intérét A établir cette proposition en ce qui concerne la plus
simple de toutes les fonctions R} ,, c’est a dire en ce qui concerne:

1 I

Ry = tplsp® — 2(0° + ¢) + Vi — 70 F 4.

Il faudrait pour cela des calculs qui seraient sans doute fort longs, mais
quii ne seraient pas inextricables.
Soit C, le cosfficient de stabilité qui s'annule quand les équations

RiSi _ RyS: R, » 80, »
3 5  2n+41

sont satisfaites.

Supposons que b° croisse depuis o jusqu'a 1; nous verrons tous les
coéfficients C, s'annuler successivement.

On peut se demander quel est celui qui sannule le premier. Je
vais démontrer que c'est C,.

Il suffira pour montrer qu'il en est ainsi, d’établir que le rapport

1
0, n

—2* (ol 1 > p)
0, p
est toujours croissant quand p® croit de ¢* & linfini.

On le vérifie aisément quand 4? = o et quand 0° = ¢’.

Supposons maintenant que ? soit quelconque. Soient I3, et DB, les
valeurs de B qui correspondent aux fonctions R;, et E;,. Pour que
le rapport:

Ro,»
R,

ne fit pas constamment croissant, il faudrait, comme on I'a vu au § 10
que I'équation en p*

¢ =[on+ 1) —p(p + D]p* — (B — By) = o

eit une racine supérieure & ¢’ Je dis que cela est impossible.
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En effet 'expression suivante:

1 1
. dRg, . L ARy,

"7 de % de
sannule pour p® = b? et pour p® = ¢*; car ces valeurs annulent & la
1 1
3 e

Il faut donc que dans lintervalle compris cntre ° et ¢’, I'expression

2 pl 2 pl
1 d RO, n 1 d RO, P 1 1
%P g2 tlon dez @ Ly, o Ly, 5

g'annule au moins une fois. Or R}, ct R, ne peuvent sannuler puis-
que tous leurs zéros sont inférieurs & b*. Donc ¢ devra s'annuler pour
une valeur de p® comprise entre 4® et ¢?; cette expression, qui est du
1" degré en p® nc pourra donc pas s'annuler pour une valeur p* plus
grande que ¢’

C. Q. F. D.

Nous devons donc conclure que C, est le premicr coéfficient qui
s'annule.

Les ellipsoides de Jacosr pour lesquels un des coéfficients C, s'annule
sont des ellipsoides de bifurcation. A chacun de ces coéfficients correspond
donc une nouvelle série linéaire de formes d’équilibre. Que savons-nous
sur les figures qui font partie de ces différentes séries linéaires?

Soit w, la valeur de la vitesse angulaire pour laquelle le cocfficient
C, sannule; soit ¢ une quantité infiniment petite. Pour la vitesse an-
gulaire o, + ¢, il y aura deux figures d’¢quilibre possibles, a savoir un
ellipsoide et une surface § qui en différe infiniment peu et qui a pour
équation:

(5) ¢=0IM,; N;,.

Dans cette équation, ¢, 8 et ! ont la méme signification que dans le
paragraphe précédent, et M, ,, N, ., sont les fonctions conjuguées de R; ,.
La fonction M, ne contient en facteur ni ¥ —,* ni " — b*; de méme
la fonction Ng, ne contient en facteur ni »* —,* ni y8*—*. Done ¢

Acta mathematica. 7. ‘Tmprimé le 30 Septembre 1385. 44
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ne change pas quand un de ces quatre radicaux change de signe, cest
a dire quand y se change en -—y, ou bien z en — 2.

Cela veut dire que les plans des zz et des zy sont des plans de
symétrie de la surface S.

Si maintenant n est pair, M,,, N;, et par conséquent {ne changent
pas quand on change # en — p ou y en — y; cela revient a dire que
{ nc change pas quand on change x en ——x ou que la surface S est
symétrique par rapport au plan des yz.

Cette symétrie n'a pas lieu si n est impair; ¢ se change alors en
— ¢ quand z se change en — z.

Ainsi la surface S admet, si % est pair, les mémes plans de symétrie
que l'ellipsoide dont elle dérive, et si # est impair, clle n'est symétrique
que par rapport aux plans qui sont perpendiculaires au petit axe et a
laxe moyen. Dans tous les cas, elle est symétrique par rapport au
grand axe.

Ce grand axe n'est pas l'axe de rotation et si # est impair, la surface
S n'est pas symétrique par rapport & l'axe de rotation. Il est vrai que
Péquation (5) sur laquelle nous venons de nous appuyer pour établir
ces résultats n'est qulapproximative et qu'on y a négligé les quantités de
l'ordre de #°. Mais on montrerait par un raisonnement, de tout point
semblable & celui du paragraphe précédent, que les symétries auxquelles
nous conduit I'équation approximative (5) subsisteraient encore si on la
remplacait par I’équation exacte de la surface S.

Cette surface a donc rigoureusement deux plans de symétrie si n est
impair, et trois si n est pair.

Parmi les surfaces S, nous distinguerons la surface X, qui correspond
au coéfficient de stabilit¢ C,. Quelle est son intersection avec l'ellipsoide
dont elle dérive? Pour avoir cette courbe, il suffit d’écrire que { est
nul, ou que

M}, = o, Njs=o0

ce qui donne:

: 7y —\/4b* — 7bict .4
M =0, y = O, y=+\/2(b + ¢7) v45 7C+4c-

Cette intersection se compose donc de l'ellipse principale, section de Iellip-
soide par le plan des yz et de deux lignes de courbure de cet ellipsoide.
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Cela n'est vrai, bien entendu, qu'approximativement ct en négligéant le
carré de 6.

La figure représente en projection sur l'un des deux plans de sy-
métrie la surface 2, et lellipsoide dont elle dérive.

Le contour apparent de Tellipsoide est représenté en trait pointillé, le
contour apparent de X, et l'intersection des deux surfaces en trait plein.
On a couvert de hachures la portion de la surface X, qui est vue a
travers l'ellipsoide.

On voit d'aprés cette figure comment on passe de lellipsoide de
Jacosr a la surface X, La plus grande portion de la matiere semble
se rapprocher de la forme sphérique, tandis que la plus petite portion
de cette méme matiére sort de 'ellipsoide par l'extremité du grand axe,
comme si elle voulait se séparer de la masse principale. Qu'on me par-
donne d’employer un langage aussi dépourvu de précision mathématique.

§ 13. Petits mouvenients d’un .ellipsoide.

Imaginons d’abord une masse fluide homogéne rapportéc a des axes
fixes; et supposons que ses molécules g'attirent suivant la loi de Nrwrox
et que chacune d’elles soit soumise en outre & une force dont les com-
posantes suivant les trois axes solent ar, fy et yz. Les coéfficients a,
p et y devront étre choisis de telle sorte que la masse soit en équilibre
absolu sous la forme de Dellipsoide:

2 2 2

Y i _
’;)—“+p2—b“+p2-—'cz_— I.

&
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Supposons: maintenant que la masse soit dérangée de cette position d’équi-
libre, de tele facon que les coordonnées de la molécule (z,y,2) devien-
nent x + 0x, y 4+ dy, 2+ 2. Nous imaginerons que oz, dy, 0z sont
tels que:

oxdr + Jydy + ozdz = dg¢

soit une différentielle exacte et que:

., do . de ., _ de
Ox—%, ()y—d—yy Oz—dz'

Pour Véquation de continuité, nous devons avoir:

ALY d’p d’e o
wTagpta=0°

de sortc quc nous pourrons écrire:
¢ = 2ERMN

les & étant divers coéfficients constants et R, M, N étant les fonctions
de LaMmE.
Les composantes de la vitesse de la molécule (z,y,2) sont:

d*e
zdt’

d2¢ d?sp
dydt’ Y T dadt’

La demi-force vive T aura alors pour expression:

1f(u“ + v* + w’)dadydz

2

lintégrale étant étendue & tous les éléments du volume de 1ellipsoide.
Mais en vertu du théoréme de GRrEEN, cette intégrale peut étre remplacée
par la suivante:

éf% (udydz + vdxdz + wdzdy)

en tcnant compte de l'équation de continuité, ou bien encore:
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Dans cette expression do désigne un élément quelconque de la superficie

de TYellipsoide et Zl%d” est l'accroissement de la fonction F‘f quand le

point correspondant subit un déplacement dr dans une direction normale
a lellipsoide.

2
Cherchons & évaleur LZ—d’% . Nous trouverons:
by % RMN
et
_ N3y dR dp
dtdn z MN dp dn’
Or on a:

D l\/(p’—bg)(‘o’—cz)

! ayant la méme signification que dans les paragraphes précédents.
On en conclut:

T—-zf * RN (G MN) V= —de

la fonction de LamE M, pouvant étre identique ou non identique a la
fonction M et la sommation indiquée par le signe 2 g'étendant a tous
les systemes de fonctions de Lamg M et M,

Mais si P'on tient compte de 1'équation:

JIMNM,Ndo =0, (M2 M)
il viendra simplement:

T=- Z [Zf:R V" —b7p* — )flM”N’dw].

Soit maintenant U 'énergie potentielle de la masse fluide dans une
position quelconque et U, la valeur de cette énergie dans la position
d'équilibre. Nous avons vu au § 9 que Ion a:

U="U,—2xy 4 (gl—— )/lM*N’dw

2+l
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Ici » désigne l'ordre de la fonction R, g cst la force normale qui agit
en un point queleonque de la surface de l'ellipsoide. Enfin on suppose
que le déplacement d’une molécule quelconque de cette surface, estimé
normalement a lellipsoide a pour expression

ZAIMN.

. , . «od .
Dans le cas qui nous occupe, ce déplacement est égal a d—f ou a:
n

dR d dR
2eMN oL~ X aMN O — o)

d'on
dR
A = 6;{;\’/(/)2 o ba)(pz — cs)
et:
2 dR? RS
U=, _Zznadp, (0 — (" — ) (ol — 55 5 ) [N,
Les équations du mouvement seront:
af ar _av
dt l—d T dg
()
ce qui donne
d’¢ dR 2 2 z % kS

(1) d—tzR=—47f5§v(p —b)p ~0)(9l—“;n+,>'

Cette équation montre, ce que nous savions déja, que I'équilibre est stable
pourvu que tous les coéfficients:

RS
2n 4 1

soient positifs, et elle nous apprend en méme temps & calculer les
périodes des oscillations infiniment petites de notre masse fluide.

Avant d'aller plus loin, nous allons calculer en restant dans I’hy-
pothése précédente, le moment de la quantité de mouvement par rapport
& l'axe des 2. Nous représenterons ce moment par la lettre M.
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Nous aurons:

M=M 4+ M, = f[(y + a‘y)d — (x + ;a’) ]dxdz;d~

Al
ou

_ [, &
M, _j <y dedt Ty dt) dr dydz

dy dedt  dz dydt

Le premier terme M, peut se calculer immédiatement. Le théoréme de
GREEN donne en effet:

M, =/ Z—fdw(yCOSa——xcosﬁ)

dw désignant toujours un élément de la surface de Dellipsoide, et cosa,
cos 3, cosy étant les cosinus directeurs de la normale.
On trouve alors:

ycosa — z cosff = kIM,N,

ou M, et N, désignent comme dans le paragraphe précédent deux fone-
tions de LLAME conjugudées:

pypr —b* ety bt — ¢

et k& un cocfficient dépendant seulement de p et égal a:

— e\ — B — o

Si l'on appelle &, le coéfficient de R,M,N, dans I'expression de ¢,
il reste simplement:

M = d"’R , JIM; N2dw.

1

Calculons maintenant M, ; le théoréme de GREEN nous donnera encore:

M, /ilf ~(‘0 a——#coe )
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Nous allons nous occuper de calculer le facteur:

__do dy
= d—ycosa T cos f3.

Nous remarquerons pour cela que si 'on pose avec LiouvILLE:

P= lp\/pg—b’vlps— c?

on a:
‘ P
COSa:P_':, COS/}ZQ—P?]———', cosy =— — i 5
P 14 —b p —c
ce qui donne:
B ey d
thwmﬂ@ﬁ_i@*1£7f>
pdy bt

. ) [ \
Nous pouvons encore exprimer F d’une autre maniere. Donnons a z, y
et z des accroissements

x
or = — o“s—,—y——b—,, oY = 08—, 02 =0
r - r

il en résultera pour la fonction ¢ un accroissement d¢ et l'on aura:

0
F=lpyp =t — g -

Il importe de remarquer que si le point (z,y, ) est sur ellipsoide, il
en est de méme du point infiniment voisin (z 4+ oz, y + dy, z + d2).
Nous allons maintenant utiliser une remarque de LioUVILLE, grace
& laquelle les fonctions de LAME peuvent étre ramenées aux fonctions
sphériques.
Soit ¢ = RMN le produit de trois fonctions de LAME conjuguées
d’ordre #. Changeons de variables en posant:

X:"—'a-:’ Yz—:—y—, Z=—_Z—g-
r Vp' —b? Vpi—e

Si le point (z,y, 2) se trouve sur l'ellipsoide

2 z!

x* Y
;;+p':_bz+pz__czzl
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le point correspondant (X, ¥, Z) se trouvera sur la sphére:
X?+ Y4 27 =1

et pour tous les points de cette sphére, la fonction ¢ sera égale a une
constante multipliée par une fonction sphérique de degré n. Nous pour-
rons écrire

p=c.¢

¢ étant un polynéme homogéne de degré n en X, ¥ et Z et satisfaisant
a 'équation:
@y | oy @y
dX* ' dY* ' d&?

—o0

et ¢ étant une fonction de X, Y et Z qui est constante en tous les
points de la sphére de rayon 1.
Nous aurons d’autre part:

N\ ()‘J; N\ u LY Y
0X=—"=— 08375 = — 05S——=—
p P — 1) =
et de méme:
X 5
()‘I’ZO"SPVI;)T——:’I)—”) 0Z==O.

On aura dans les mémes conditions:
d¢ d¢
O == 0O, ogp:so“gb:s(r"ioX—}-—go‘Y

d’our:

et enfin:

— d¢ »
F—le o (X 3§ — Vi)
11 est aisé de vérifier que si ¢ est un polynéme homogéne de degré
n, en z, y et z satisfaisant 4 1'équation:
d’y & A9
dx* U ay* U dzt
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il en sera de méme de:

dd d¢

dY dX
Il en résulte que si ¢ cst égal & une constante multipliée par le pro-
duit de trais fonctions de LaME conjuguées et d'ordre n, F sera de la
forme suivante:

F =1, M,N, + a0, MyN; + ... + a0, M, N,).

Dans cette expression, a;, a,, ..., «, sont des quantités qui restent con-
stantes sur toute la surface de mnotre ellipsoide et M, Ny; M,, Nj; ...;
M,, N, sont des systémes de fonctions de LAME conjaguces et qui sont
toutes dordre n.

Nous dirons pour abréger qu'une somme de la forme:

o MiN, + a, LN, + ... + o, M, N,

est une somme de Lamg d’ordre n.
Si alors nous avons, comme nous l'avons supposé plus haut:

¢ = ZEiRiﬂ[i]\ri
il viendra:
F=12¢%H,

H, étant une somme de Lamg de méme ordre que les fonctions B, M, N.
Ainsi les coéfficients d'une méme indéterminée & seront de méme ordre
dans l'expression de ¢ et dans celle de F.

Il vient alors:

*de L d&
_Z'l/[2 :‘] F?i‘f— (](1) :Z R‘q’d_t‘./']H'M"M(]w

Remarquons que lintégrale:
f IH M N,dw

est nulle si les sommes H, et M, N, ne sont pas de méme ordre.
Nous dirons pour abréger que lindéterminée & est de rang » si les
fonctions R,, M, et N, sont d’ordre n.
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Il résulte de ce qui précéde que l'on a:

dés

B[g = Z Aikéi%

les A4, étant des coéfficients conmstants qui sont nuls si les indéterminées
& et & nc sont pas de méme rang.

Nous nc nous sommes occupés jusqu'ici que des petits mouvements
absolus d'un cllipsoide rapporté & deux axes fixes. Passons maintenant
au cas des petits mouvements relatifs d’un ellipsoide fluide rapporté &
un systéme d’axés mobiles tournant avec une vitesse uniforme @ autour
de Taxe des 2.

Envisageons les équations générales de I'hydrodynamique:

du dn du du dp
fﬁ+ U + v(—@ + W =& —

ou u, v, w désignent les composantes de la vitesse; X, ¥, Z les com-
posantes de la force; p la pression, ct ot la densité de fluide cst prise
pour unité. Nous aurons d’ailleurs:

av av av

X =———20v, Y = — 4 20u, Z = —

dz Lly dz
ot V représente le potentiel des forces et o — wv et wu sont les com-
posantes de la force centrifuge composée. Si nous posons:

V—p=y¢

et si nous négligeons le carré de #, v, w en observant que les mouve-
ments doivent étre trés petits, il viendra:

du d¢
_ _*_ 2 [—
dt wv de

dv d¢
2 —_— = =
(2) & e =g
dw dd

l

dt T dz
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avec I'équation de continuité:

du  dv | dw
On en tire aisément:

a*Ag 3 d*¢
Cette -équation ne suffit pas pour déterminer la fonction ¢. I faut pour
achever de connaitre cette fonction, tenir compte de cette circonstance

que la pression doit étre nulle sur toute la surface libre. On doit donc
avoir sur cette surface:

$=7V.

Pour pousser plus loin cette analyse, envisageons séparément un des
mouvements élémentaires dans lesquels on peut décomposer tous les
petits mouvements de l'ellipsoide. Soient oz, dy, oz les déplacements in-
finiment petits d'une molécule et écrivons:

or = e“‘é, b‘!/ — emﬂ’ oz = ei).tc—

€, n et ¢ ne dépendant que de z, y et z. Les équations (2) et (3) de-
viendront alors:

T iy
— & + coup=

. dg,
—_ ﬂlg + 2wilé = .&7

(4) (¢ = e™p))

d¢
- 2 — 1
< dz
d’sbx d2¢’| 40’ d? A .
dz* dy? + <I ) dst

ol ¢, ne dépend que de z, y et z.
Voyons maintenant ce que devient la condition relative & la surface libre.
Soient cosa, cosj3, cosy les trois cosinus directeurs de la normale
en un point de Dellipsoide et supposons que l'on ait en tous les points
de cette surface

§cosa + ypcosp + (cosy = 2AIMN,
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le second membre étant une séric développée suivant les produits M, N,
de deux fonctions de LaME conjuguées. Une formule du § ¢ nous don-
nera, en tous les points de la surface libre

. e RS, RS, )
= — 47e ZAE<—3—-—-2” e M.N,.

L'équation ¢ = ¥ se réduit donc a:

(5) g = — 4#2‘41,(3—"3‘9—'—— nOC) MLA,.

2n + 1

D’autre part les équations (4) nous donnent:

ag, . d¢, ¢, _ , 9%, ¢,
é_.__dx +2_(ﬁwb __du o (lz (":__d.i
= =g 17 A — qa?) e
d’on
(g’ = 2%

; (Ecosa + x cosf + {cosy)

d% cosa , df cosf  dy, cos TJ [ dp,cosa , dp, cos ;?J'
=A% T +R‘y“'t_+d7<’— ) tered oy Tt

Mais nous avons trouvé plus haut:
p

CoB a

= p\pT—b'Vp'—¢

csf_ iy

d’ou:
A4’ — )
loyp* —b*p* —¢*

d¢, dg, vy dg, @’ 2 J -[d 2 Ay _]
[dmp“_*— dy p* - b’+ dz < wﬁ)p’—-—_* T 2en : P

(Ecosa + ncosf + {cosy)
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ou cnfin

dd oz h y / 2 ’
(©) N e (R PR
- Iz yp dz A p ¢
Jdd w ) ' (40 — 2°
+2m[m%_i& u J; Mao' =2) S 4 DMLN,.
dy p de p? — b pypt— bt — ¢

Le probléme est done ramené i trouver une fonction ¢ qui satis-
fassc & la derniére des équations (4) & lintérieur de Vellipsoide et aux
équations (5) et (6) sur la surface de Dellipsoide.

Supposons donc d’abord que @ soit nul; la dernié¢re équation (4) sc
réduira a

A, =o0

de sorte que mnous satisferons & la fois aux équations (4) et (5) en faisant:

RSS RYSY \ R: M N
¢‘—4“2A“< 3 _2n+1> B

Dans cette expression RY est la valeur que prend R, sur la surface de
ellipsoide.

De cette expression, on déduira pour tous les points de la surface
de Dellipsoide:

AR,
d¢, © d¢, ) d¢, z L r S, RS\ dp 4
wp T G T d e ¥ ZA*- (55 =55 e M,
de sorte que l'équation (6) sc¢ réduit a:
dB;
— 47 E 4, (i—- B, S‘-) oy N - —* S AN,
3 2n + 1/ pk, o\ (pr— 0% (p* — ¢

Pour que cette équation soit satisfaite, il faut et il suffit que tous
les cocfficients A, soient nuls, excepté un que nous appellerons 4, et
que A satisfasse a I'équation:

RS; RS, \dR, ——
am (P ) == ) — 'R, = o.
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On est donc ainsi conduit pour les périodes des diverses petites
oscillations possibles aux mémes valeurs que par 1'équation (1).

Nous allons maintenant supposer que @ n'est pas nul.

Posons

4w
A‘ 2

2

2
1 — 5 =7 Z =T

la derniére des équations (4) deviendra:

Ty, Ay Ay,
da? dy*® dz*

Quand le point (z, y, 2) décrira 'ellipsoide E qui a pour équation:

z?

2 2
* Yy
-+ — =1
ot ot =0t pr—t

i

le point (z, y, ¢') décrira Pellipsoide E' qui a pour ¢équation:

2 2,02
r-4

a* vy
B S + = 1.
PEALEp T T

Nous appellerons R’, M’ et N’ les fonctions de LaME formées a I'aide
de lellipsoide E’, et I’ la quantité qui joue par rapport a Vellipsoide E’
le méme réle que ! joue par rapport 4 l'ellipsoide E.
Nous appellerons cosa’, cos f#, cosy’ les cosinus directeurs de Ja nor-
male en un point de la surface de E’. Nous poserons de mnéme:
2 o __ =

Iy — T =

T

et,

Pl — ]tlo \(ﬂ-’ — [)2)(‘02 __ C"l)

de méme que l'on a, d’aprés les notations de LiovviLLe:

P = lp\(p* —b*)(p* — ).

Il viendra alors pour un point de la surface de E':
cos « x cos @ ¥y cos i K

2 T - R p 3 P
[)‘ P ll)" — h? P ",2 — ll)l — ¢t
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d’ou
d¢, x dd, vy dg, % 1 /dd, y,
de p* Tl;;p b’+ < ,,_,2_-(-2=P<d cosa’ + COQ‘@' —i———(‘OQ;’)
dpyz __dd, _y 1 (d¢
dy o dmp— F(‘@‘O i “C‘“/’”>

Considérons maintenant un point quelconque de Vellipsoide E ayant
pour coordonnées elliptiques p et v et pour coordonnées ordinaires z, ¥
et 2; considérons ensuite le point correspondant de Vellipsoide E' ayant

, . . 4 . o e
pour coordonnées ordinaires z, y et 2/ = - et pour coordonnées elliptiques
T

o' et v (dans le systéme dérivé de lellipsoide E’). Soit M, une fonction
quelconque de Lami de la coordonnée p' et N, la fonction conjuguée de
la coordonnée . A chaque point de E correspond comme nous l'avons
vu un point de E’ et réciproquement. A chaque systéme de valeurs de
p et v correspond donc un systéme de valeurs de p' et V' et réciproque-
ment, de sorte que le produit M,N, qui dépend de p' et v’ pourra aussi
étre regardé comme fonction de p et v; & ce titre, il pourra étre développé
en une séric ordonnée suivant les produits de Lamg AN, dérivés de

lellipsoide E. On aura donc:
(7) M,N, = B, ,M;N,.

Nous allons maintenant, & 'aide de la remarque de LiouviLLe dont
nous avons déja fait usage plus haut, montrer que dans le second membre
de l'identité (7) nentrent que des fonctions de LamE de méme ordre que M.

En effet, d'aprés cette remarque de LiouviLLe si 'on pose:

y z Z

Y_—.:-_—:., Z= * = = — -
VP T __ )t \/pz_cz \/pz__cz

X =

‘ai&

le produit MM N, sera sur la sphére:
X4 V4 2=

une fonction sphérique de méme ordre que 37, et le produit M, N, une
fonction sphérique de méme ordre que M,. L'identité (7) ne peut donc
subsister que si toutes les fonctions de LAME qui entrent dans le second
membre sont de méme ordre que M.
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Ce second membre n'est donc pas une série infinie, mais un polynéme
formé d’'un nombre fini de termes.

De plus dans ce second membre ne peuvent entrer que des fonctions
de Lamg présentant les mémes symétries que M,. Si par exemple M,
est divisible par * =77 il devra en étre de méme de toutes les fone-
tions M,.

Nous renverserons l'identité (7) en éerivant:
Y (4
M,N,= 2C, ,M,N..

La fonction ¢, devant satisfaire & la derniére des équations (4) pourra
g'écrire:

¢, = 2D,R,MN,
les D, étant des codfficients constants et les R,, M,, N, étant des fonc-

tions de Lame dérivées de Tellipsoide F.
A la surface de cet ellipsoide, nous aurons:

¢, = 22X D,B, ,R,M,N,

en tenant compte de (7), de sorte que l'équation (5) se raménera aux
équations:

RS RS ,
®) — gmd, (B0 — MOU) — % DB, K.

On a d'autre part & la surface de E':

I

d¢1 ' d¢l ds”’l AN dR; r N
P—,<%cosa + Wcos[f + Ecos;*) = ZD"/TJ/) M. N,.
D’autre part il résulte de l'analyse faite plus haut a propos des moments

des quantités de mouvement que l'on a sur toute la surface de E’

d(RM;Ny) & AR M N) y
dy o’ dz pr—0b

> F,,M,N,

les F' étant des constantes et les M; et N, des fonctions de Lamg de
méme ordre que M, mais ne présentant pas les mémes symétries. Si
M, contient en facteur * — ¢* il en est de méme de M; et réciproque-

i

-

Acta mathematica. 7. Imprimé le 30 Septembre 1885. 46
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ment, mais si M, contient en facteur \/* — &*, M, ne le contiendra pas
et inversement.
Nous écrirons en tenant compte de (7)

SF M,N, = £G,,M,N,

ce qui donnera enfin:

d?": @ d?”'l Y . i
W;ﬁ _ _J;/)’ — bt zquGq,l'MkAk-

L'équation (6) se raméne alors aux égalités:

A (40" — 2
pNp* — biYpt —

(9) ~2%,D,B,, 5 1 20iZ,D,G,..

rdp
Il s'agit maintenant de disposer de A, des D, et des 4, de fagon a satis-
faire aux égalités (8) et (o).

Or on pourra arriver &4 ce résultat en supposant d'abord que tous
les 4, et tous les D, sont nuls, sauf ceux qui se rapportent a des fonc-
tions de Lamg d’un certain ordre, d'ordre % par exemple. Il restera alors
2n 4 1 équations (8) et 2m + 1 équations (9) entre A, les 2m 4 1 coéffi-
cients A4, et les 2n 4 1 cocfficients 1), qui se rapportent aux fonctions
de Lanmt dordre # et qui par conséquent ne sont pas nuls, d'aprés la
convention précédente. Cela fait en tout 4# 4 2 équations linéaires et
homogénes par rapport aux 4z - 2 coéfficients 4, et D,.

Si on élimine ces 4n + 2 coéfficients entre ces 4n + 2 équations par
le moyen d'un déterminant, on obtiendra une équation qui déterminera
les périodes A des oscillations infiniment petites de l'ellipsoide. Il importe
de remarquer que A nentrera pas dans cette équation seulement explicite-
Gory T

r
dans cette équation dépendent de 2. Néanmoins, méme en tenant compte
de cette circonstance, I'équation est algébrique en A.

Il y aura une infinité de pareilles équations en 2 que l'on obtiendra
en considérant successivement les fonctions de Lamg du 29 du 3™, ...,
du »° ordre, etc. Pour la stabilité il faut et il suffit qu'aucune de ces
équations n’ait de racine imaginaire.

ment, mais que les coéfficients B, , R, qui entrent également

TR
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Ce qu'il faut surtout retenir, c'est que dans un méme systéme d'équa-
tions (8) et (9) n'entrent que les cocfficients qui se rapportent aux fonctions
de LaME d’un méme ordre.

Si done mnous écrivons~la valeur dc¢ ¢ relative a une oscillation in-
finiment petite obtenue en considérant l'une des solutions d'un systcine
d’équations (8) et (9), on trouvera:

¢ =e"2D,M N,R,.

Dans la somme du second membre n'entrent que des fonctions de LaME
d'un méme ordre, d’ordre » par exemple. Une pareille oscillation infini-
ment petite sappellera un mouvement harmonique d'ordre n.

Il résulte de ce qui précéde que deux mouvements harmoniques
d’'ordres différents sont indépendants I'un de l'autre, c'est a dire que l'on
peut imposer & la masse fluide, comme liaison, la condition de ne pouvoir
éprouver d’autres déplacements que des mouvements harmoniques d'ordre
n sans que ‘les 2# 4 1 mouvements harmoniques d'ordre n possibles
soient altérés.

Nous pouvons encore énoncer ce résultat d’une autre manicre.

Dans un mouvement harmonique d’ordre %, on a sur la surface de

l'ellipsoide de E:
V=¢=e"24,MN,

M, et’ N, étant des fonctions de LaME d'ordre n ct les A4, des coéfficients
constants. Sur la surface de cet ellipsoide, le potentiel ¥ s'exprime done
par une somme de Lamg d’ordre #.

Imposons-nous donc la liaison suivante: que .les déplacements de
notre masse fluide soient toujours tels que le potenticl s'exprime a la
surface libre par une somme de LAaME d'ordre #. En tenant compte de
cette liaison, on trouvera que certaines petites oscillations de la masse
sont possibles. On cherchera tous les systémes d’oscillations possibles en
supposant que la valeur de V a la surface soit assujettic a étre une
somme de Lamg dordre 2, 3, ..., %, ..., ad inf; on composera ecnsuite
tous ces systémes d’oscillations, d’aprés la régle ordinaire de la composition
des petits mouvements, et on obtiendra de la sorte tous les petits mouve-
ments possibles du systémne, en le supposant délivré de toutes ses liaisons,
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Mais il y a plus. J’ai dit que dans une méme équation (8) ou dans
une méme eéquation (9) ne peuvent entrer que des codfficients A4, et D,
s¢ rapportant a4 des fonctions de LaMmg d'un méme ordre. On peut ajouter
que dans une méme équation (8) ou dans une méme équation (9) ne
peuvent entrer que des A, et des D, se rapportant tous a des fonctions
de LAME qui ont comme facteur ¢*—* ou @ — ;*; ou bien des 4, et
des D, se rapportant tous a des fonctions de LawuE qui n'admettent pas
ce facteur. Si la fonction M, nc contient pas le facteur e —p?, le
produit M, N, est symétrique par rapport au plan des zy; (c’est & dire
qu'il ne change pas quand on change z en —2) il ne lest pas dans le
cas contraire.

Voici quelle est la conséquence de ce fait. Supposons que l'on
cherche & trouver tous les mouvements harmoniques possibles d’ordre »
que nous appellerons H. Tmposons-nous d’'abord la liaison suivante: que
la valeur superficielle de V soit une somme de LAME d'ordre » et symé-
trique par rapport au plan des zy. Nous trouverons qu'en tenant compte
de cette liaison, il y a certaines oscillations possibles H'. Imposons-nous
maintenant une autre liaison: que la valeur superficielle de V soit une
somme de L.amE d'ordre n et change de signe avec z. En tenant compte
de cette liaison, il y aura certaines oscillations possibles H”. Si nous
composons ensuite les oscillations H’ et H” d’aprés la régle ordinaire de
la composition des petits mouvements, nous aurons tous les mouvements
H possibles.

Ces régles permettent d'envisager séparément les mouvements harmo-
niques d’ordre » sans tenir compte des mouvements harmoniques d’ordre
différent qui pourraient exister simultanément.

Un cas particulier ol les équations (8) ct (9) se simplifient consi-
dérablement, c'est celui ou l'ellipsoide E et par conséquent l'ellipsoide £’
sont de révolution. Il arrive alors que tous les coéfficients B, , sont nuls
quand % est différent de ¢ et que l'on peut prendre:

B,,=1, Gor = Fo i
Une derniére remarque: pour que l'analyse précédente puisse sappli-

quer, il faut, 4 ce que l'on croit d’abord, que l'on ait:

[)1_62
O<T<’02—b2
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ce qui obligerait A a rester compris entre certaines limites. Cependant il
est aisé de voir que ces résultats subsistent quelle que soit I’hypothése
faite sur la valeur de A. En effet il semble d’abord que les fonctions
de LamMe R, M’ et N' ne sont définies que lorsque les axes de I'ellipsoide
E’, d'ou elles dérivent, sont réels et si I'axe des z est le petit axe dans
E" comme dans E. Mais le produit R”’M'N' est un polynéme entier en
Z, y et z qui est parfaitement défini dans tous les cas possibles et qui
jouit toujours des mémes propriétés.

Si méme A> 20, cest & dire si 7* cst négatif ¢t si 'un des axes
de E’ devient imaginaire, les résultats de l'analyse précédente subsistent
encore.

§ 14. Stabilité des ellipsoides.

Pour reconnaitre si un ellipsoide de révolution ou un ellipsoide de
Jacont est stable, il faut e reporter au § 7. D’aprés la régle de ce
paragraphe, qui était soumise, je le rappelle, 4 certaines restrictions, une
figure d’équilibre ne peut jouir de la stabilité séculaire qu’a la condition
que tous les cocfficients de stabilité soient négatifs. Si cette régle était
applicable sans modifications & l'ellipsoide de Jacosi, cette figure n’aurait
jamais la stabilité séculaire, car un de ses coéfficients de stabilité cst
toujours positif; cest celul qui se rapporte a la fonction R;,. Mais la
regle du § 7 n'est applicable, comme nous l'avons vu, que si dans tous
les mouvements possibles le travail des résistances passives est toujours
négatif sans pouvoir jamais étre nul. Ce n'est pas le cas si I'on envisage
une masse fluide isolée dans I'espace, car si une pareille masse se déplace
sans se déformer, il n'y a pas de résistance passive. Si au contraire la
rotation de la masse fluide était déterminée par celle d'un axe rigide qui
la traverserait de part en part et qui I'entrainerait par frottement (comme
dans les expériences de PLATEAU par exemple), tout déplacement produir-
ait une résistance passive et l'ellipsoide de JacoBI serait toujours instable.

Mais ce cas est sans intérét. Envisageons donc une masse isolée dans
I'espace et voyons comment doit étre modifiée la régle du § 7.

Considérons deux systémes d'axes: un systéme fixe et un systéme
mobile tournant avec une vitesse angulaire constante @ autour de l'axe
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des z. Supposons que la masse fluide ait une position d’équilibre relatif
dans laquelle elle soit animée d'une vitesse de rotation w par rapport aux
axes fixes, et par conséquent en repos par rapport aux axes mobiles.
Soit, dans cette position, I, son moment d'inertic par rapport & I'axe des
z et U, son—éncrgie potentielle par rapport aux axes fixes. Considérons
maintenant une configuration de la masse fluide voisine de la figure
d’équilibre et telle que cette masse cesse d’étre en repos par rapport aux
axes mobiles. Soient, dans cette nouvelle position, I et U les valeurs
du moment d'inertie et de 'énergic potentielle. Soit 7' la demi-force
vive relative par rapport aux axes mobiles; soit m la masse d'un des
points du fluide; r sa distance & l'axe des 2z, et @ + Jw sa vitesse angu-
laire autour de cet axe. Les équations de la conservation de I'énergie
et de la conservation des moments des quantités de mouvement nous
donneront:

T+ oXmriée + “’72[+ U="L 4 U, 4
ol + Zmr’de = wl,

(b étant une constante qui cst trés petite si les déplacements initiaux et
les vitesses initiales sont trés petits ce que nous supposons) dou:

2 2
T— U=, —%
Mais on a:
! N 1 (Z=mriow)t (I —1I)?
T'>zXmr’de’ > e =2 T
d’'ou

o' ([— 1)’

2 T < h.

U—U,—%(U— 1)+

Si donc on a pour toutes les configurations trés voisines de la figure
d'équilibre:

o (I — 1)

'5‘ T > o,

(1) U—Uo—%U—IOH
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on sera certain que l'équilibre est stable. S'il y a des résistances passives,
h me sera pas une constante, mais ira constamment en diminuant; donc
a fortiori, il y aura encore stabilité si la condition (1) est remplie. Cette
condition est donc suffisante pour qu'il y ait stabilité séculaire.

D'aprés la régle du § 7, la condition nécessaire et suffisante pour la
stabilité séculaire était que l'expression

wl
V—-5

fit minimum, c'est & dire que:
o?
U—-U, — —Z—(I—Io) > o.

On voit que la régle actuelle est plus favorable a la stabilité.

Dailleurs la condition (1) peut encore s'énoncer d'une autre maniére.
Elle signifie que l'expression:

w* I}

(2) U+ > T
doit étre minimum pour la figure d'équilibre (Cf. Tarr et Tuonmsox,
Treatise on Natural Philosophy, § 778" [J] et [£]).

Il faut voir maintenant si cette condition (1) est nécessaire pour qu'il
y ait stabilité séculaire. Nous avons vu au § 7 que les déplacements
infiniment petits x, des diverses molécules d'un systéme & partir d'une
position d'équilibre relatif pouvaient s'exprimer de la fagon suivante:

&, — XA, [i, m]e

les A, étant des constantes arbitraires d’intégration, tandis que les [7, m]
et les A, sont des constantes dépendant des équations différentielles données.

Pour qu’il y ait stabilité¢ séculaire, il faut que tous les A aient leur
partie réelle nulle ou négative.

Plagons-nous d’'abord dans les conditions ou la régle du § 7 est
applicable, c'est & dire ou tout déplacement entraine une résistance passive.
Tous les A devront alors avoir leur partie véelle négative, et tous les «;
tendre vers o quand ¢ croitra indéfiniment. L'expression suivante:

O=T4 U—U,—%(I—1)
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(si Ton néglige les cubes des z,, ou ce qui revient au méme les cubes
des 4,) est une forme quadratique par rapport aux 4,,.

Cette forme doit tendre vers o quand ¢ croit indéfiniment. Mais
d'aprés la nature méme des résistances passives, cette forme doit aller
constamment en diminuant. IlI faut donc que sa valeur initiale soit
toujours positive quelles que soient les constantes arbitraires 4,. La

2
. ’ . ., \ . w .
forme @ est donc toujours définie positive, c’est 4 dire que U—-1 doit

étre minimum dans la position d'équilibre. C'est la la démonstration de
la régle du § 7.

Supposons maintenant que cette régle ne soit plus applicable, c'est
a dire que certains déplacements n'entrainent pas de résistances passives.
Il pourra arriver alors §'il y a stabilité séculaire que parmi les 2,, il y
en ait un certain nombre que jappellerai les A, et dont la partie reelle
est nulle, pendant que d'autres que jappellerai les A, auront leur partie
réelle négative.

D'apres cela la forme @ ne tendra pas vers o, en général, quand
¢t croitra indéfiniment; elle partira de sa valeur initiale @, et tendra vers
une certaine valeur limite @, que l'on obtiendra en remplacant dans @,
tous les A par o ct en conservant aux A, leurs valeurs initiales. Comme
la forme @ doit aller constamment en diminuant, on devra avoir:

o, > 0,

quelles que soient les valeurs des constantes arbitraires 4, ¢t 4,. Pour
cela il faut que la forme quadratique @ soit la somme de deux autres,
la premicére ne contenant que les 4,, la seconde définie positive et ne
contenant que les A,.

Si donc dans la forme @&, on annule tous les A4,, cette forme de-
viendra définie positive.

Dans le cas qui nous occupe, et si nous supposons que le centre de
gravité de mnotre masse soit fixe, il m’y a que trois déplacements qui
n'entrainent pas de résistance passive, ce sont les rotations autour des
trois axes. Il y a donc au plus six des 2, dont la partie réelle est
nulle; en d’autres termes, il y a au plus six 4,. En réalité, il n'y a
que quatre A4,. On obtiendra tous les mouvements pour lesquels tous

les A4, sont nuls, en supposant que les diverses molécules de la masse
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fluide tournent d’'un mouvement uniforme, a la fagon des différentes parties
d’'un méme corps solide, autour d'un axe quelconque et avec une vitesse
quelconque. On obtiendra tous les mouvements pour lesqucls tous les
4, sont nuls, en considérant les déplacements de la masse fluide qui sont
tels que le moment de la quantité de mouvement relatif par rapport aux
axes mobiles soit nul. Pour quil y ait stabilité séculaire, il faut que la
forme @ soit toujours positive quand les déplacements initiaux et les
vitesses initiales des diverses molécules sont telles que tous les 4, soient
nuls, cest a dire que le moment de la quantité de mouvement soit nul.
Or il est aisé de voir que cela ne peut avoir lieu que si l'expression (2)
est un minimum.

Cest donc la la condition nécessaire et suffisante de la stabilité
séculaire.

L’expression:

U, —U—ZI,—D)=T—0

est aussi une forme quadratique par rapport aux 4, quand on néglige
les cubes de ces quantités. Cette forme peut étre réduite en une somme
de carrés et ce sont les coéfficients de ces carrés que nous avons appelés
jusqu'ici coéfficients de stabilité. D’aprés ce qui précéde, il convient
maintenant d’envisager la forme:

o' (I — L)

F=0,—U—%0—n—-24=

Cette forme peut aussi étre réduite en une somme de carrés et jappellerai
les coéfficients de ces carrés cocfficients de stabilité corrigés. Ils devront
étre tous négatifs pour la. stabilité séculaire.

Supposons que la forme d’équilibre relatif soit un ellipsoide et que
la figure troublée soit définie par la distance { d'un point de sa surface
a lellipsoide comptée normalement & I'ellipsoide.

Si T'on a:

= 2 AIM,N,

nous avons vu au § 9 que les coéfficients de stabilité s'écrivent:

4= @ﬁ__m&ymwm.
2 3 2n + 1

.
Acta mathematica, 7. Imprimé le 30 Septembre 1885. 47
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Il est aisé de voir que si I'on néglige le cube des 4, il viendra:
@ UI=L) _ (B4 4+ BA)

B ct B’ étant des coéfficients qui ne dépendent que des axes de T'ellipsoide
pendant que A4 et A’ sont les coéfficients de:

IMi,N,, e IM,,N;,
dans l'expression de ¢
Il résulte de 14 que les cosfficients de stabilité corrigés ne différeront,
pas des coéfficients de stabilité primitifs, si l'on excepte ceux qui se
rapportent aux fonctions de Lamg:

1 1
R, et 2,2

Or si T'on se reporte au paragraphe précédent, on verra que nous pouvons
envisager séparément les mouvements harmoniques des divers ordres, et
que pour qu'il y ait stabilité, il faut et il suffit que cette stabilité existe
a la fois en ce qui concerne les mouvements harmoniques de chaque ordre.

Mais d'aprés ce que nous venons de dire des coéfficients de stabilité,
la régle du § 7 sappliquera aux mouvements harmoniques de tous les
ordres si I'on excepte le second.

Pour qu'il y ait stabilité séculaire en ce qui concerne les mouve-
ments du »° ordre, il faut et il suffit que les coéfficients de stabilité
corrigés qui se rapportent aux fonctions de LaME du »° ordre soient tous
négatifs; or ils ne différent pas des coéfficients primitifs si 7 > 2.

Considérons d'abord les mouvements du 2% ordre; ils ne seront pas
alterés comme nous 'avons vu, st nous nous imposons comme laison la
condition que ces mouvements soient seuls possibles. Cela revient &
assujettir la figure de la masse fluide & la condition de rester toujours
ellipsoidale.

Pour que la stabilité soit séculaire, en tenant compte de cette liaison,
il faut et il suffit que l'expression:
wl}

21

(2) U+

soit plus grande pour un ellipsoide quelconque que pour lellipsoide
d’équilibre.



Sur 1'équilibre d'une masse fluide animée d’'un mouvement de rotation. 371

L'expression wI, est le moment de la quantité de mouvement; cest
une donnée de la question. Les quantités qui définiront I'ellipsoide seront
deux des axes, a et b; le troisiéme axe par rapport auquel on prendra
les moments d’inertie sera fonction des deux premiers, puisque le volume
est supposé donné.

A tout systéme de valeurs positives de @ et b correspond une valeur
de (2) qui tend vers une limite nulle ou positive quand l'un des axes a
ou b tend vers o ou vers co d'une maniére quelconque.

Si donc on appelle R,, N, et N, le nombre des minima négatifs de
Iexpression (2), celui des maxima négatifs, et celui des ellipsoides d’équi-
-libre qui correspondent & une valeur négative de (2) qui n'est ni un
maximum ni un minimum, on aura par simple raison de continuité ct
en vertu des principes bien connus de I'Analysis Situs:

N+ N, —N, =1
(3)

N, > o.

Pour les valeurs de wI, qui sont inféricures & unc certaine limite,
il vy a quun seul ellipsoide d'équilibre qui est de révolution. Si les
axes de cet ellipsoide sont p, p et \/»* —c? ces valeurs de p satisferont
a linégalité:
RS 02902

(4) 3 : > 0.

J'appellerai un pareil ellipsoide: ellipsoide pew aplati pour le distinguer de
ceux qui ne satisfont pas a l'inégalité (4).

Puisque nous n'avons qu'une seule figure d’équilibre, les inégalités
(3) ne peuvent subsister que si cette figure correspond a un minimum.

Les ellipsoides peu aplatis sont donc stables en ce qui concerne les
mouvements du 2° ordre.

Pour les valeurs plus grandes de oI, il y a trois figures d'équilibre:
un ellipsoide de révolution ne satisfaisant pas a linégalité (4) (je dirai
qu'il est trés aplati) et deux ellipsoides de Jacopl égaux entre eux et ne
différant I'un de Pautre que par la permutation de a et de 4. Il faut
donc que les deux ellipsoides de Jacosr correspondent tous deux & un
minimum de (2) ou que cela ne soit vrai d’aucun des deux. Dans ces
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conditions, les inégalités (3) ne peuvent subsister que si les ellipsoides de
JacoBr correspondent a un minimum et si lellipsoide de révolution ne
correspond ni- & un maximum, ni,& un minimum.

Donc en ce qui concerne les mouvements du 2° ordre, les ellipsoides
de Jacosr sont toujours stables et les ellipsoides trés aplatis toujours
Instables.

Si par conséquent nous imposons a la figure de la masse fluide la
condition de rester ellipsoidale, les ellipsoides peu aplatis et ceux de
JacoBr seront stables, pendant que les ellipsoides trés aplatis seront in-
stables. (Cf. Tarr et THomson, Natural Philosophy, 778", [f]).

Voyons maintenant si la stabilité séculaire subsiste encore lorsqu’on
considéré les mouvements harmoniques d’ordre supérieur.

Cela est évident en ce qui concerne les ellipsoides peu aplatis. Con-
sidérons en effet un ellipsoide de révolution qui, se réduisant d’abord &
une sphere, aille ensuite en saplatissant de plus en plus, de fagon que
si ses axes sont p et \p* — ¢% p décroisse de 4 co 4 ¢. Nous avons vu
au § 11 que tous les cocfficients de stabilité sont d'abord négatifs; puis
qu'un certain nombre d’entre eux s’annulent successivement pour devenir
positifs. A la fin de ce méme paragraphe, nous avons démontré que le
premier de ces coéfficients qui s'annule ainsi, c’est celui qui correspond
a la fonction de LaME R}, qui se réduit & p*® pour b* = o. Si donc ce
cosfficient est négatif, c'est & dire si l'inégalité (4) est satisfaite, tous les
autres cocfficients seront aussi négatifs. Lellipsoide peu aplati est donc

stable. (Cf. loc. cit. 778" [8)).

Quant & Uellipsoide de Jacosr, il sera stable en ce qui concerne les
mouvements harmoniques du »° ordre, pourvu que les codfficients de
stabilité (corrigés ou nom, cela revient au méme si. » > 2) qui affectent
des fonctions de LaME du #° ordre soient tous négatifs. Or nous avons
vu au § 12 que tous les coéfficients de stabilité du #° ordre restent tous
négatifs pour tous les ellipsoides de Jacosi, & l'exception du coéfficient
qui se rapporte a la fonction R;, et que nous appellerons cosfficient
principal du n° ordre. Ce cocfficient principal, d’abord négatif pour les

valeurs suffisamment petites de f—, finit par s’annuler et par devenir positif

2

quand on fait croitre f—,
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2

Nous disons que Dellipsoide de Jacosr est peu allongé si f— est assez

2

petit pour que tous les cosfficients principaux soient négatifs, et frés allongé
2

si — est assez grand pour que I'un au moing des coéfficients principaux
soit positif.

D’aprés ce que nous avons vu au § 12, il est certain que le premier
de ces coéfficients principaux qui s’'annule est celui du 3° ordre, de sorte
que lellipsoide limite qui sépare les ellipsoides peu allongés des ellipsoides
trés allongés, est celui dont les axes satisfont & la relation

RS,  Ri,Si

1

3 7

= O.

D'aprés ce qui précéde, les ellipsoides peu allongés seront stables et
les ellipsoides trés allongés instables en ce qui concerne les mouvements
harmoniques d’ordre supérieur au second.

En résumé, si la figure de la masse fluide n'est assujettie & aucune
condition, les ellipsoides de révolution pew aplatis et les ellipsoides de JACOBI
peu allongés jouiront de la stabilité séculaire, pendant que les ellipsoides de
révolution trés aplatis et les ellipsoides de JACOBI trés allongés w'en jouiront pas.

Ces derniers pourraient toutefois jouir de la stabilité ordinaire sans
jouir de la stabilité séculaire. Il nous reste 4 examiner s'il en est ainsi.

Occupons-nous d’abord des petits mouvements harmoniques du second
ordre des ellipsoides de révolution. Supposons done, ce qui naltére pas
ces mouvements, que la figure de la masse fluide soit assujettie a rester
ellipsoidale.

D’aprés le paragraphe précédent, nous pouvons méme (sans altérer
les petits mouvements qu’il s'agit d’étudier) supposer que la valeur super-
ficielle du potentiel V est assujettie non seulement & étre exprimée par
une somme de LamE du 2% ordre, mais encore soit a étre symétrique par
rapport au plan des zy, soit au contraire & changer de signe avec z.

La seconde hypothése est sans intérét; elle nous conduirait simplement
4 une sorte de mouvement de précession. Tenons-nous donc a la premiére
et supposons que la figure de la masse fluide est assujettie 4 étre toujours
un ellipsoide ayant un axe dirigé suivant l'axe des z.
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Soit

"”_'+y_:+’ =1

>

>

>
l

lellipsoide envisagé. Nous aurons & considérer les trois fonctions de
LAME R, = pyp* — b* = p°, R}, et R},. Nous poserons donc:

P, = R,M,N, = xy
P2 = Rs,aM(:,aNol,‘z =2’ _."/2

P, = By, M},N}, = 32" + 39" — 65" — 2.

Nous poserons de plus:

x - BS _ RS, _ RS _ R.S,
! 3 5 3 5
1 1
K, = RS _ R“S"?.
3 5

Nous reprendrons d’ailleurs les notations du paragraphe précédent.
La fonction ¢, devant satisfaire a l'équation:

1% . d’
¢ sjl + ds')l + SJI — O

nous l'écrirons:

¢ =A@ —y*) + Bry + U(x“ + v ——) + D
A, B, C et D étant des coéfficients constants qu'il s'agit de déterminer
et qui jouent le méme réle que les D, du paragraphe précédent.
[’équation (5) du paragraphe précédent devient:
¢, = — 4n[4'K, (z* — y*) + B'K,zy + CK, (32" + 3y° — 62" — 2)]

A, B, C' étant des cocfficients constants, et elle doit devenir une identité
en tenant compte de l'équation de I'ellipsoide.



Sur l'équilibre d'une masse fluide animée d’un mouvement de rotation. 375

On trouve d’ailleurs:

2y

dp,z | do, y d¢, 2 _
dmp‘ + dyp — b? + _d-z—_p*—c

+ 20(9:’-{;1/’_ ,Zz* )

r pr—1
dgy v d¢, v =_4Aa:y + Bw,_,"’
dy p*  dep*—b I P

de sorte que l'équation (6) du paragraphe précédent devient:

+ 2z*
(2AA + 2Ban) + y(:zBA — 84wi) + 20/1( 5 Y- A= 1)

}.(4(0 — 4 )
PP —

et elle doit étre une identité en tenant compte de I'équation de l'ellipso‘Ide.
On doit donc avoir:

A = —47d'K, B = — 47B'K,,

T 4@ — ") + By + C(32" + 3y* — 64" — 2)]

(8)

D 2 20 D 2C’K
c+ 2 _ _ ,C’K< _‘,>, 2, 6C'K, ) ©
+ 5= — 47K, (3 0 = (60K, + 3

et d’autre part:

2AA + 2Bwi = M—)A' 2B — 8Awi = A(4,w* — 1 )B',
e vpt — 1

(9)

Ce sont la les équations (8) et (9) du paragraphe précédent. On peut y
satisfaire:
1° en supposant que C, D et C sont nuls, ce qui donne en éliminant
4, B, 4, B
2+ 2=, 200

47TK1 \/P’ — 1
= 0

40 — A? _']
|

_ 8 .’ A R ————
! [2 + 4K \p* — 1
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ou:

‘2—_‘2 2
X"(z + LJ—:) — 16w =0

471'}\7! \"0? — 1

oua:

LT
)((2 *’4—(-0——/—‘ TA__—> == + 4([)-
47K (p® — 1

Cette équation a toujours ses trois racines réelles si K, est positif; I'ellip-
soide jouit donc alors de la stabilité ordinaire, ce que I'on pouvait prévoir;
car si K, est positif, Uellipsoide est peu aplati et, ayant la stabilité sécu-
laire, il doit @ fortiori jouir de la stabilit¢ ordinaire.

Dans tous les cas, on trouve en prenant le signe 4 par exemple:

AA 4+ 20) — 87K, \p* — 1 = O

avec A = 2 pour la 3° racine.
La condition de réalité des racines est donc:

40°

Ifl > —_— ===
327:\."!)2 — I

11 résulte de la qu'alors méme que K, devient négatif et que ellipsoide
devenant trés aplati cesse de posséder la stabilité séculaire, il jouit encore
pendant un certain temps de la stabilité ordinaire.

Cela a lieu bien que lexpression:

2
'l

(2) U+ <

ne soit ni minimum, ni maximum et qu’elle soit un »minimax» pour
employer une expression consacrée en Angleterre. (Cf. loc. cit. 778" [/]).

2°.  Supposons maintenant que A, B, A’, B’ soient nuls et que C,
D et C' ne le soient pas.

D'aprés la forme méme des équations (8) et (9) que nous venons de
former, il existera un mouvement harmonique du 2% ordre qui satisfera
a ces conditions. Il résulte également de la forme de ces équations, que
ce mouvement harmonique ne sera pas altéré si l'on astreint la masse
fluide & affecter la figure d’un ellipsoide de révolution.
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Mais si on introduit cette liaison, l'ellipsoide de révolution quel que
soit son aplatissement, jouira non seulement de la stabilité ordinaire, mais
de la stabilité séculaire. (Cf. loc. cit. 778" [a]).

Ainsi certains ellipsoides trés aplatis possédent encore la stabilité
ordinaire. Il en est probablement de méme de certains ellipsoides de
Jacosr trés allongés.

Ne nous occupons plus maintenant que de la stabilité séculaire et
cherchons quelles sont, parmi les figures d’équilibre non ellipsoidales dont
nous avons démontré l'existence, celles qui possédent cette stabilité. A
cet effet nous pourrons appliquer le principe de l'échange des stabilités,
ce que nous ne pourrions pas faire pour la stabilité ordinaire.

Soient S et 8 deux séries linéaires de figures d’équilibre et F une
figure de bifurcation commune & ces deux séries. Si pour cette figure,
tous les coéfficients de stabilité sont négatifs, excepté un qui est nul, il
y aura en général tant dans la série § que dans la série S, des figures
trés peu différentes de F' qui seront stables. Si pour la figure F il y a
des coéfficients de stabilité positifs, toutes les figures de § et de S trés
peu différentes de F' seront instables.

Nous avons considéré diverses séries linéaires de figures d'équilibre,
a savoir: la: série S des ellipsoides de révolution; la série S des ellipsoides
de Jacosr; les séries ¥ qui ont une figure comrhune @ avec la série §;
les séries 8;, 8, ..., §,, ... qui ont respectivement une figure commune
E, F, ..., F,, ... avec la série 8. La figure F, sera un ellipsoide
de JacoBl pour lequel on aura:

RS,  Ri.Si.

3 2n + 1

D'aprés ce qui précéde, toutes les figures @ seront des ellipsoides de
révolution trés aplatis, pour lesquels le coéfficient de stabilité relatif a
la fonction de Lamg R;,, sera positif. Donc toutes les figures des séries
Y n'auront pas la stabilité “séculaire; c'est & dire qu'elles seront instables
pourvu que le fluide soit visqueux et si peu qu'il le soit. Cela n'est vrai
toutefois que pour celles de ces figures qui différent trés peu de I'ellipsoide
et qui sont les seules dont nous sachions quelque chose. Il n’est pas im-
possible que les séries ' contiennent des figures stables trés différentes de
Pellipsoide.

Acta mathematica. 7. Imprimé le 29 Septembre 1885. 48
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Toutes les figures F,, F,, ... sont des ellipsoides trés allongés pour
lesquels un certain nombre. de cosfficients de stabilité sont positifs. Un
seul est excepté; cest Dellipsoide limite qui sépare les ellipsoides trés
allongés des- ellipsoides peu allongés et pour lequel tous les cosfficients
de stabilité corrigés sont négatifs excepté un qui est nul.

Nous avons vu au § 12 que cet ellipsoide limite n'est autre que F,.

Donc les figures peu différentes de Vellipsoide sont instables (séculaire-
ment) dans les séries §,, S;, ..., S,; et stables dans la série S,.

La forme d’équilibre représentée dans la figure p. 347 est donc une
forme d’équilibre stable.

§ 156. Conclusions.

Les ellipsoides ne sont pas les seules figures d’équilibre que puisse
affecter une masse fluide homogéne dont toutes les molécules s'attirent
d’aprés la loi de NEwToN et qui est animée d’'un mouvement de rotation
uniforme autour d’un axe. Si on laisse de coté certaines formes d’équi-
libre oti la masse en question se subdivise en deux ou plusieurs corps
isolés, et d'autres ou elle prend une configuration annulaire, il existe
encore une infinité de séries de figures d’équilibre.

Toutes ces figures sont symétriques par rapport a un plan perpen-
diculaire & l'axe de rotation. En outre elles ont un certain nombre de
plans  de symétrie passant par 'axe (clles en ont toutes au moins un) et
certaines d’entre elles sont de révolution.

Parmi. ces séries de figures, il n'y en a qu'une qui est stable et elle
a deux plans de symétrie seulement (voir la figure p. 347).

Les ellipsoides de révolution sont stables s'ils sont moins aplatis que
celui qui est en méme temps un ellipsoide de Jacosr; les ellipsoides de
Jacosl sont stables g'ils sont assez peu allongés.

Dans ces conditions la stabilité subsiste quand méme le fluide est
visqueux.

Les ellipsoides de révolution qui sont plus aplatis que celui qui est
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en méme temps un ellipsoide de Jacosr, mais dont l'aplatissement reste
inférieur a une certaine limite, sont stables si le fluide est parfaitement
dépourvu de viscosité; ils ne le sont plus si le fluide est visqueux et si
peu qu’il. le soit.

Considérons une masse fluide homogéne animée originairement d'un
mouvenient de rotation; imaginons que cette masse se contracte en se
refroidissant lentement, majs de fagcon & rester toujours homogéne. Sup-
posons que le refroidissement soit assez lent et le frottement intéricur du
fluide assez fort pour que le mouvement dc rotation reste le méme dans
les diverses portions du fluide. Dans ces conditions le fluide tendra tou-
jours a prendre une figure d'équilibre séculairement stable. Le moment
de la quantité de mouvement restera d'ailleurs constant.

Au début, la densité étant trés faible, la figure de la masse cst un
ellipsoide de révolution trés peu différent d’une spheére.  Le refroidissement
aura d'abord pour effet d’augmenter l'aplatissement de Dellipsoide, qui
restera cependant de révolution. Quand l'aplatisscment sera devenu & peu

\ , 2 . v N , . .
res égal a =, l'ellipsoide cessera d’étre de révolution et deviendra un
te] 5’ p

ellipsoide de Jacosr Le refroidissement continuant, la masse cessera
d’étre ellipsoidale; elle deviendra dissymétrique par rapport au plan des
yz et elle affectera la forme représentée dans la figure p. 347. Comme nous
P'avons fait observer 4 propos de cette figure, V'ellipsoide semble se creuser
légérement dans sa partie moyenne, mais plus prés de l'un des deux
sommets du grand axe; la plus grande partic de la maticre tend a se
rapprocher de la forme sphérique, pendant que la plus petite partie sort
de Tellipsoide par un des sommets du grand axe, comme si elle cherchait
a se détacher de la masse principale.

Il est difficile d’annoncer avec certitude ce qui arrivera ensuite si le
refroidissement continue, mais il est permis dec supposer que la masse ira
en se creusant de plus en plus, puis en s’étranglant dans la partie moyenne
et finira par se partager en deux corps isolés.

On pourrait étre tenté de chercher dans ces considérations une con-
firmation ou une réfutation de I'hypothcse de LaprLAcE, mais on ne doit
pas oublier que les conditions sont ici trés différentes, car notre masse
est homogeéne, tandis que la nébuleusc de LarLack devait étre trés forte-
ment condensée vers le centre.
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J'ai cru néanmoins devoir exposer ici ce qui arrive d'une masse
homogéne qui se contracte lentement et incessamment, car c'était le meil-
leur moyen de résumer sous une forme un peu plus concréte les princip-
aux résultats de ce long mémoire et de faire comprendre quel intérét il
y aurait & combler les lacunes quec j'y ai laissé subsister.

Paris, 16 Juillet 1885,




